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❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ❧♦ss✲❜❛s❡❞ ♣❡♥❛❧t✐❡s✱ ❦♥♦✇♥ ♣❤②s✐❝s ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②
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❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡ ✈❛r②✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳

❚❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✿ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✲s♣❛♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞
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❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✛❡rs ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r♦✉t❡ t♦ r♦❜✉st ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❬✸❪✳
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r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❬✹✱ ✺❪✳ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜✉✐❧t ♦♥ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥s ❤♦❧❞✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ str♦♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜✐❛s ❬✻❪ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥

❬✼❪❀ ✇❤❡♥ t❤❡② ❞♦ ♥♦t✱ ❛♥ ♦✈❡r✲r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❈♦♥✲

✈❡rs❡❧②✱ ✉♥❞❡r✲✉t✐❧✐s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ✇❛st❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡

✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②✳
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❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❛r② ❛❝r♦ss r❡❣✐♠❡s✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ♦❢t❡♥ ❡①❤✐❜✐t ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t

♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♣♦♦r❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❞❛t❛ ❛❧♦♥❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ s✉❝❤

❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s r❛r❡ ♦r ✉♥❡✈❡♥❧② s❛♠♣❧❡❞ ❬✽✱ ✾✱ ✶✵❪✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱

t❤❡s❡ s②st❡♠s ❝❛❧❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛❞❛♣t t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ❛❝r♦ss ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤✐s

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤♦✉t s❛❝r✐✜❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳

❚♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❧✐❛♥❝❡ ✉♣♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s

♥❡❡❞❡❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❜❡ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ♦r r❡❧❛①❡❞ ❛s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡✳

●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✭●P✮ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①❛❝t❧② t❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧st q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣✳ ●Ps ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s

t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝r❛❝❦ ❣r♦✇t❤ ❬✶✶✱

✶✷❪✱ t♦♦❧ ✇❡❛r ❬✶✸❪✱ ❛♥❞ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝✉r✈❡s ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❦❡r♥❡❧✮ ♦❢ ❛ ●P

❡♥❝♦❞❡s ♣r✐♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ❝❛♥ ❡♥❢♦r❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s s♠♦♦t❤♥❡ss✱

♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ ♦r ❧♦❝❛❧✐t② ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❈❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♠❜❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❬✶✼✱ ✶✽❪ ♦r ❡♥❢♦r❝❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❬✶✾✱ ✷✵❪✳ ❍❡r❡✱ str✉❝t✉r❡❞✱ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❞❡r✐✈❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❦❡r♥❡❧s t♦ ❛❧❧♦✇ ❜♦t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ●P ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s ♠♦❞✉❧❛t❡

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡✭s✮ ❝❤❛♥❣❡✳

✷



✶✳✶✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❤❡❛❧t❤

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❙❍▼✮ ❬✷✶❪✱ ❛♠♦♥❣st ♠❛♥② ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐s❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤②s✐❝s✲

✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✇✐t❤✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧s

❙✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❤❛♥❣❡

❛❝r♦ss ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ❬✷✷❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❛t❡♥t✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ▼❛r❦♦✈✲

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❬✷✸✱ ✷✹❪✱ r❡♣r❡s❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛t❡♥t ❝❤❛✐♥✱ ✇✐t❤

❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✷✺❪ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❣✐♠❡ ❧❡♥❣t❤s ❬✷✻❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡

♣r♦✈✐❞❡ r♦❜✉st✱ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ r❡❣✐♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡✐r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐s❝r❡t❡✳ ❈♦♥s❡✲

q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ ❣r❛❞✉❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦r t❤r❡s❤♦❧❞✲❝r♦ss✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s✉❝❤ ❛s ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❚❆❘✮ ❬✷✼✱ ✷✽❪ ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡

✭❙❚❆❘✮ ♠♦❞❡❧s ❬✷✾❪✳

❋✉rt❤❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐s ♦✛❡r❡❞ ❜② ▼✐①t✉r❡✲♦❢✲❊①♣❡rts ✭▼♦❊✮ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❬✸✵✱ ✸✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧♦✲

❝❛❧✐s❡❞ s✉❜✲♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ❣❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ♣♦✐♥t ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❢✉❧❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t♦ ❢✉rt❤❡r

❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s❛❢❡t②✲❝r✐t✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❬✸✷✱ ✷✶❪✳ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✭●P✮ ♠✐①t✉r❡✲♦❢✲❡①♣❡rts ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤ ♠✐①✐♥❣ ✐s t②♣✐❝❛❧❧②

❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❧❛t❡♥t ❣❛t✐♥❣ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t✐❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥♣✉t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❆t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❧❡✈❡❧✱ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❬✸✻✱ ✸✼❪ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❝❤❛♥❣❡✲s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❱♦❧♦❞✐♥❛ ❬✹✵❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②

❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✐♥♣✉t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❡✐❣❤ts t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❧❡

♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❙✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

■♥ str✉❝t✉r❛❧ ❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❙❍▼✮✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢t❡♥ st❡♠s ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❩✷✹ ❜r✐❞❣❡✬s ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❡①❤✐❜✐t

❛ s✉❞❞❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜❡❧♦✇ ❛ 0➦❈ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✹✶❪✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ s✉❝❤ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ ●Ps

♦✛❡r ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❧❛t❡♥t ❢♦r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❬✹✷❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①

st✐❝❦✲s❧✐♣ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✹✸❪✳ ❖t❤❡r r❡❣✐♦♥❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❚r❡❡❞ ●Ps ❬✹✹❪✱ ✇❤✐❝❤

✉s❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●Ps ❬✹✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✸



P❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

❆ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▼♦❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❬✸✶❪ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤✐s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ♣❤②s✐❝s✲

✐♥❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡rts t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈❤❛❧❛♣❛t❤✐ ❬✹✻❪

✉t✐❧✐s❡❞ ❛♥ ▼♦❊ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❤❛r❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡rts

t♦ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❨✉❛♥ ❬✹✼❪ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①✲

♣❡rt ♥❡t✇♦r❦s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❤②❜r✐❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ❣❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦

❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❝♦♠❜✐♥❡ ♦✉t♣✉ts ❛❝r♦ss s❤✐❢t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡s✳

❆❞❛♣t✐✈❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧

✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❧♦ss ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❬✹✽✱ ✹✾✱

✺✵❪ ♦r ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✺✶❪✳ ■♥ t❤❡ ●P ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧

❝♦♥str❛✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐♥ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❬✺✷❪✱ ❛❧❧♦✇s ♠♦❞❡❧s t♦ ❛❞❛♣t t♦ ❧♦❝❛❧

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❲❤✐❧❡ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡♥s✉r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ✭❡✳❣✳✱ r✐s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✮✱

t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡♠❜❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞♦ ❤❡r❡✳

✶✳✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❲❤✐❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ t♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ●P

♠♦❞❡❧s t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ❤②❜r✐❞ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

r❡❧② ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡①♣❡rt s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r ❣❛t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

✐♥✢✉❡♥❝❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ♦❢t❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t✱ t✐❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❚❤✐s

♠♦t✐✈❛t❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ✈❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛♥❞ ✐s

✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛❝r♦ss ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤ts ♣❤②s✐✲

❝❛❧ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r②

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡✿

✶✳ P❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s✿ ❆ ♥♦✈❡❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠s✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥

❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡✭s✮✳

✷✳ ■♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳✿ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s

❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❦❡r♥❡❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❛♥❞ ❤♦✇ r❛♣✐❞❧② t❤❡② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ s✐♠♣❧❡r ❦❡r♥❡❧s

♠❛② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳

✹



✸✳ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡ t❡r♠s

❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳ ❚❤✐s

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ●P r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✲

❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣

✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✿ ❑❡r♥❡❧ ▼✐①t✉r❡s

❆ ♥❛t✉r❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♠✉❧t✐✲

♣❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♠❜✐♥❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r M ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s

f1(x1), f2(x2), . . . fM (xm)✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❚❤❡s❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ s②st❡♠s✬ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✿

f(x) =

M∑

m=1

wm(xm)fm(xm) ✭✶✮

✇❤❡r❡ {xm}Mm=1 ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts {wm(xm)}Mm=1 ❞✐❝t❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss fm(xm) ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ s✉♠s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♠❛♥②

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❧❛r❣❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t②♣❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧

✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t {fm(xm)}Mm=1✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s✱

t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ✈❛r② ❛❝r♦ss ❛♥ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠✐①t✉r❡s ❬✹✵❪✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ k(x, x′) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞

❛s ❛ s✉♠ ♦❢ M ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❦❡r♥❡❧s✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ wm(xm)✿

k(x, x′) =

M∑

m=1

wm(x)wm(x′) km(x, x′) ✭✷✮

Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❦❡r♥❡❧s km(x, x′) ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥✜♥✐t❡✮✱ t❤❡

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❦❡r♥❡❧s ✈✐❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs r❡♠❛✐♥s ❛ ✈❛❧✐❞ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

❦❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞

✐t ❣❡♥❡r❛❧✐s❡s s❡✈❡r❛❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

❼ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❑❡r♥❡❧s✿ ❘❡❝♦✈❡r❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ✭wm(z) = 1 ♦r wm(z) = σ2
f ✮✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✉♠ ♦❢ ❦❡r♥❡❧s k =
∑

km ❛❝r♦ss ✐♥♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬✹✺❪✳

❼ ❈❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❑❡r♥❡❧s✿ ❚②♣✐❝❛❧❧② ✉t✐❧✐s❡❞ ❢♦r M = 2 ✉s✐♥❣ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s

wm(x) = 1
1+exp(−a(z−x0))

t♦ ❜❧❡♥❞ t✇♦ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛❝r♦ss r❡❣✐♠❡s ❬✸✻❪✳

✺



❼ ❚r❡❡❞ ●Ps✿ ❘❡❝♦✈❡r❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭wm ∈ {0, 1}✮✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ ❤❛r❞ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥

r❡❣✐♠❡s ❬✹✹❪✳

❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❛♣t✉r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ t❤❡② t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡

t❤❛t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣r♦❝❡ss ✐♥♣✉ts x✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ t❛❦✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ❞❛t❛✲

❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣❤②s✐❝s✲

✐♥❢♦r♠❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ❧❡✈❡r❛❣❡s t❤✐s ♠✐①t✉r❡ ❧♦❣✐❝ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛❧✐❞✐t②

♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✉s✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✸✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ P❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✈❛r②✐♥❣

t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❧st ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❍❡r❡✱

❛ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡

r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥✳

❋✐rst✱ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦❝❡ss f(x, z) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ M ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✿

f(x, z) =

M∑

m=1

wm(zm)fm(xm) ✭✸✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t fm(xm) ∼ GP
(
mm(xm), km(xm, x′

m)
)
✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲

❞❡r✐✈❡❞ ❦❡r♥❡❧ kPhys(xm, x′
m) ♦r ❛ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❦❡r♥❡❧ kData(xm, x′

m)✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡❝♦✉✲

♣❧❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥♣✉ts x ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s z✿

❼ Pr♦❝❡ss ✐♥♣✉ts x ∈ X ✿ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❜❡✐♥❣

♠♦❞❡❧❧❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✱ ✈❡❧♦❝✐t② ♦r str✉❝t✉r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❼ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s z ∈ Z✿ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ z r❡❧❛t❡s ❝❧♦s❡❧② t♦ ❤♦✇ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ♦r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

❝❛♥ ❛❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✱ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

♦✈❡r t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s✇✐t❝❤ (X × Z)✿

k(z, z′, x, x′) =

M∑

m=1

wm(z)wm(z′)km(x, x′). ✭✹✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s ♥♦t ❥✉st ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❝❡ss

s♣❛❝❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✭x ✈s x′✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭z ❛♥❞ z′✮ ♣❧❛❝❡ t❤❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ tr❡❛t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥♣✉ts ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐❢ t❤❡② ♦❝❝✉r

✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ st❛t❡s✳

✻



❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ tr❛♥s❧❛t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❇② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❦❡r♥❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡s♣❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✐♥ t❤✐s ❢♦r♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✱ s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤❡r❡ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✐t t❤❛t ❛❞❞r❡ss ❝♦♠♠♦♥

❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳

▲♦❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✈❛❧✐❞✐t②✿ ■♥ ♠❛♥② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ♥❡❛r ❛

s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥t z0✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

wlocal(z) = exp

(

− (z − z0)
2

2ℓ2

)

✭✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ℓ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝❛② ♦❢ tr✉st ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ♠♦❞❡❧s t❤❛t r❡❧② ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧

kphys ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ✐s ♥❡❛r z0✱ ❜✉t s♠♦♦t❤❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥

❦❡r♥❡❧ kdata ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❡♥t❡rs ♦t❤❡r r❡❣✐♠❡s✳

❘❡❣✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥✿ ❈❡rt❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ♦♥❧② tr✐❣✲

❣❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ♠❡t✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤

❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛t ❤✐❣❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣

❛ s✐❣♠♦✐❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r ♦✉t ❛❝r♦ss ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✿

wsig(z) =
1

1 + exp (−a(z − z0))
✭✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs z0 ❛♥❞ a ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ q✉✐❝❦❧② t❤❡ r❡❣✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳

❯s✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦♣♣♦s✐♥❣ s✐❣♠♦✐❞s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❞✐s❝r❡t❡✱ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥ts✳

▼✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❜❧❡♥❞✐♥❣✿ ❲❤❡♥ ❛ s②st❡♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡s✱ ❛

s✐♥❣❧❡ s✇✐t❝❤ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✱ M ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♦❢t♠❛① ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿

wsfmax(z) =
exp(gm(z))

∑M

j=1 exp(gj(z))
✭✼✮

✇❤❡r❡ gm(z) ❛r❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦❢t❡♥ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠s✱ t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♠❡✳

❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❜❧❡♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛t❡s ♦r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ s②st❡♠✱ ✇✐t❤

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t♠❛① ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧❧ ✇❡✐❣❤ts

❝♦♥s✐st❡♥t❧② s✉♠ t♦ 1✳

❈♦♠♣♦s✐t❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞✐t②✿ ■♥ ♠❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇ ♠❛② ❜❡ ✈❛❧✐❞ ♦♥❧②

✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧

✼



❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♦♥❧② ❜❡ tr✉st❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭s✐❣♠♦✐❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❛

s♣❡❝✐✜❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✭❧♦❝❛❧ ✈❛❧✐❞✐t②✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇❡✐❣❤t✿

wcomp(z1, z2) = wsig(z1)× wlocal(z2) ✭✽✮

❚❤✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❛❝ts ❛s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❆◆❉ ❣❛t❡✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧ kphys ♦♥❧②

✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇❡✐❣❤ts ♠❛②

❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡st r❡✢❡❝ts ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

t✇♦ s✐❣♠♦✐❞s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ♥♦rt❤❡r❧② ❛♥❞ s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜r✐❞❣❡

❞❡❝❦✳

❘❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✿ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣❤②s✐❝❛❧

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛② ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ s②st❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡

t♦♦❧ ♠❛② ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♥♦✐s✐❡r ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❞r✐❧❧✐♥❣✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛

❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ϵ(z)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡

z✿

y = f(x, z) + ϵ(z), ϵ(z) ∼ N
(

0,
M∑

m=1

wm(z)σ2
n,m

)

✭✾✮

❇② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s✱ ❛ ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡r✲

t❛✐♥t② ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ♥♦✐s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❧❡ss ✢❡①✐❜❧❡

t❤❛♥ ❢✉❧❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❬✺✸❪✱ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ✉s❡r t♦ ♠❛♣ t❤❡✐r ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥s t♦ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r ♥♦✐s❡ t♦ ✈❛r② ✐♥ ❛

str✉❝t✉r❡❞ ♠❛♥♥❡r ✭❡✳❣✳ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❧✐♥❡❛r✴q✉❛❞r❛t✐❝ ❣r♦✇t❤✮✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧

♦✈❡r ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❊①❛❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✐①t✉r❡✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s②st❡♠s ❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣

r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❇② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡

z t♦ s♣❡❝✐✜❝ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥

❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ❞❛t❛s❡t s✐③❡s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r❡♠❛✐♥s ❛ ✈❛❧✐❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❙❍▼✮ t❛s❦s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s ✐s ♦❢t❡♥ r❡❣✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣✲s♣❛♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐♥❣✳

✹✳ ❈❛s❡ st✉❞② ❛✐♠s ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ♠❛✐♥ r♦❧❡s❀ ✜rst❧②✱ t❤❡② ❛✐♠ t♦ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣

♣r♦❝❡ss✱ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡

✽



♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✭❡✳❣✳ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❛② ❜❡ ♠❛❞❡ ❢❛✐r❧② ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧

✐♥s✐❣❤t t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✐s

t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s ❛❣❛✐♥st ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

♠♦❞❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥✱ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞✱ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡② ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❛♥❞ ❛ss❡ss ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❣❛✐♥st ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❙❊ ❦❡r♥❡❧✿ ❆ ❣❧♦❜❛❧✱ st❛t✐♦♥❛r② sq✉❛r❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ kSE(x, x
′)✳ ❚❤✐s ❛❝ts ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞

♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❛t ❛ss✉♠❡s ♥♦ r❡❣✐♠❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❼ ❙♣❡❝tr❛❧ ♠✐①t✉r❡ ❦❡r♥❡❧✿ ❆ ❤✐❣❤❧② ✢❡①✐❜❧❡ ❦❡r♥❡❧ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

❛s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ❬✺✹❪✳ ❯s✐♥❣ Q ❛❞❞✐t✐✈❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r

❧♦❝❛❧✐s❡❞✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❞❛t❛✱ ✇✐t❤♦✉t ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t✳

❼ ●❧♦❜❛❧ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧✿ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❦❡r♥❡❧ k(x, x′) =

kPhys(x, x
′) + kData(x, x

′)✳ ❚❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉t✐❧✐s❡❞ ❛♣✲

♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❼ ❇❧❛❝❦✲❜♦① s✇✐t❝❤✐♥❣ ❦❡r♥❡❧✿ ❆ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❦❡r♥❡❧s ✭kSE,1 ❛♥❞

kSE,2✮✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✉t✐❧✐s❡s t❤❡ s❛♠❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s z ❛♥❞

s✐❣♠♦✐❞❛❧ ✇❡✐❣❤ts w(z) ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s♦❧❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❦❡r♥❡❧✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ t✇♦ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝s ✇❡r❡ ✉s❡❞❀ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞

❊rr♦r ✭◆▼❙❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ st❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ❧♦❣ ❧♦ss ✭▼❙▲▲✮✳ ❚❤❡ ◆▼❙❊ q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠❡❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ▼❙▲▲ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ ▼❙▲▲ ✐s ❞❡✜♥❡❞✿

MSLL =
1

N

∑

{− log p(y⋆|X,y, X⋆) + log p(y⋆;E(y),V(y))}, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ {X,y}✱ t❡st ✐♥♣✉ts X⋆ ❛♥❞ t❡st s❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s y⋆✳ ❆s t❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s

❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ✜t✳ ▼♦❞❡❧s

✇❡r❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ●P ♣r❛❝t✐❝❡ ❬✶✺❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❣❛t✐✈❡ ▲♦❣ ▼❛r❣✐♥❛❧ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

✭◆▲▼▲✮ ❛s ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①

❈✳

✾



✺✳ ❈❛s❡ st✉❞② ❆✿ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡

❚❤❡ ❚❛♠❛r ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❇r✐❞❣❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉t❤✲✇❡st ♦❢ t❤❡ ❯❑ ❛♥❞ ✇❛s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥✐✲

t♦r✐♥❣ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❧❡❞ ❜② t❤❡ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥ ✭❱❊❙✮ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❤❡✣❡❧❞✳ ❚❤❡

❜r✐❞❣❡ ✐s ✻✹✸♠ ❧♦♥❣✱ ✇✐t❤ t✇♦ t♦✇❡rs✱ ❡❛❝❤ ✼✸♠ ✐♥ ❤❡✐❣❤t❀ ✐t ❛❧s♦ ❢♦r♠s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❝✐t② ♦❢ P❧②♠♦✉t❤✳ ❋♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r

✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ❬✺✺❪ ❛♥❞ ❬✺✻❪✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ s♣❛♥s ❛ t❤r❡❡✲②❡❛r ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✷✵✵✼ t♦ ✷✵✶✶✱ ✇✐t❤ ❛❝❝❡ss t♦ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ str❛✐♥ ❣❛✉❣❡s✱ ❛♥❡♠♦♠❡t❡rs✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❤✉♠✐❞✐t② ❛♥❞ tr❛✣❝ ❧❡✈❡❧s✳

❍❡r❡✱ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✭✷✺✵✵ ♣♦✐♥ts✮ ✐s ✉s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠♠❡r ♦❢ ✷✵✵✽✱ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ♦❢ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞② ✐s t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❢r♦♠ ❛ ❢✉❧❧ s❝❛❧❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡

❡①❛♠♣❧❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✇✐♥❞ ❧♦❛❞ ♦♥ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖r✐❡♥t❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

❡❛st✲✇❡st ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❤✐❣❤❡r ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✇✐♥❞s ❜❧♦✇ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

t♦ t❤✐s ❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞s ❬✺✺❪✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❧♦ts ♦❢ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈s ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②

✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❲✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈s ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❲✐♥❞s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞

❜② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥t♦ ♥♦rt❤❡r❧② ✇✐♥❞s ✭0 ± 20◦✮✱ ❡❛st❡r❧② ✇✐♥❞s ✭90 ± 20◦✮✱ s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞s ✭180 ± 20◦✮ ❛♥❞ ✇❡st❡r❧②

✇✐♥❞s ✭270 ± 20◦✮✳ ❚❤❡ ♥♦rt❤❡r❧② ❛♥❞ s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞s ❜❧♦✇ s✐❞❡✇❛②s ❛❝r♦ss t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❞❡❝❦

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t ❤✐❣❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s✳

✶✵



✺✳✶✳ ❑❡r♥❡❧ ❞❡s✐❣♥

❲❤❡♥ ✉t✐❧✐s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s❤♦✉❧❞ ♠✐♠✐❝ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥

♦❢ ❤♦✇ ❛ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧

❦❡r♥❡❧s✱ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝❦ r❡s♣♦♥s❡ y(u, θ) ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✿

y(u, θ) = f1(u) + f2(u, θ) + ϵ ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ u ✐s ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ θ ✐s ✇✐♥❞ ❛♥❣❧❡✱ f1(u) ✐s t❤❡ ❞❡❝❦ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❧♦✇✲s♣❡❡❞ ✇✐♥❞s✱ f2(u, θ) ✐s t❤❡

❞❡❝❦ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❧❛t❡r❛❧ ✇✐♥❞s ❛♥❞ ϵ ✐s ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠❛②

❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❧✐❢t ❢♦r❝❡✱ ✐♥❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s ✇✐♥❞ ✢♦✇s ♦✈❡r t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❞❡❝❦ ❬✺✼❪✿

L =
1

2
ρCLAu2 ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✱ CL ✐s ❧✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ A ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ u ✐s ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝

t❡r♠ ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞s✳ ❚♦

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t

❧✐❢t ❢♦r❝❡✿

kLift(u, u
′) = σ2

L(uu
T + c)2 ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ σ2
L s❝❛❧❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ c ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ✭❧✐♥❡❛rs ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts✮✳

❉r❛✇s ❢r♦♠ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❞❡s✐r❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧✱ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥

✽✮✱ ✇✐t❤ t✇♦ s✐❣♠♦✐❞s ✐s ✉s❡❞✿

wcomp(u, θ) = wsig(u)× wsig(cos(2θ)) ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ wsig ❛r❡ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✻✮✱ u ✐s ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❛♥❞ θ ✐s ✇✐♥❞ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡

t❡r♠ cos(2θ) ✐s ✉s❡❞ ❛s ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❛ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧✐❣♥s ✇✐t❤ ♥♦rt❤ ♦r s♦✉t❤✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣

s②♠♠❡tr② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

k(θ, θ′, u, u′) = wcomp(u, u
′, θ, θ′) wcomp(u, u

′, θ, θ′) kLift(u, u
′)

︸ ︷︷ ︸

■♥tr♦❞✉❝❡ ❧✐❢t ❢♦r❝❡ ❛t ❤✐❣❤ ◆✴❙ ✇✐♥❞s✳✳✳

+ wcomp(−u,−u′,−θ,−θ′) wcomp(−u,−u′,−θ,−θ′) kSE(u, u
′)

︸ ︷︷ ︸

✳✳✳ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✉s❡ ❛ ❙q✉❛r❡❞ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧✳

✭✶✺✮

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❧✐❢t ❢♦r❝❡ t♦ ❜❡ ✉t✐❧✐s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞

♥♦rt❤❡r❧② ❛♥❞ s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ r❡q✉✐r❡❞ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s✱

✶✶



❤♦✇❡✈❡r ✐t ✇❛s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s♣❡❡❞ ♦r ❛♥❣❧❡ ✇❤❡♥ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✳ ❇② ✜tt✐♥❣

t❤✐s ❦❡r♥❡❧ t♦ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❧✐❢t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✱ ❛ ♥♦✐s❡ s❝❛❧✐♥❣

❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✐s ✉s❡❞✿

ϵ(u) ∼ N
(
0, w(u) σ2

n

)
✭✶✻✮

✇❤❡r❡ w(u) = u ❢♦r ❧✐♥❡❛r❧② s❝❛❧✐♥❣ ♥♦✐s❡✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ■ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ♣r✐♦r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦✐s❡ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲❡ t❡r♠ t❤✐s t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳

✺✳✷✳ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❋♦r t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇❡❧❧ ❛t ❤✐❣❤

❞❡❝❦ r❡s♣♦♥s❡s ❛♥❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s ✇❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✐s ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❤♦✇❡✈❡r ✇❤❡r❡ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❡ ❢❡✇❡st ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ t❡st ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ tr❛✐♥❡❞

♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r ♦❢ ✸✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s✳ ❚❤✐s tr❛✐♥✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦

✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s❤♦✇❝❛s❡ ❤♦✇ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

❞❛t❛ ❛❝r♦ss ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❋♦r ❛ ❢✉❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ r❡❣✐♠❡✱ ♦♥❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✇♦✉❧❞♥✬t ❡①♣❡❝t t♦ s❡❡

❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♣✉r❡❧② ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s

✇♦✉❧❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❥✉st ❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ tr❡♥❞s✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❦❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋♦r

❝♦♥❝✐s❡♥❡ss✱ ♦♥❧② ❞❡❝❦ r❡s♣♦♥s❡ ♣❧♦ts ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r

♠♦❞❡❧ ♣❧♦ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

❚❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡ ❙❊ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ ❛♥ ◆▼❙❊ ♦❢ 31.16% ◆▼❙❊

❛♥❞ ▼❙▲▲ ♦❢ ✲✵✳✽✹✹✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛

♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❦❡r♥❡❧✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❦ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❉✉❡

t♦ ✐ts s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡

t♦ r❡❧②✐♥❣ ✉♣♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ❙❊ ❦❡r♥❡❧s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞

s♣❡❡❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ tr❡♥❞s ❜❛❝❦ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ❛♥❞

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣❛♥❞s t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✶✷



❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ❈❛s❡ ❙t✉❞② ❆✿ ❚❛♠❛r ❇r✐❞❣❡ ✇✐♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s

♦❢ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

▼♦❞❡❧ ❑❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ◆▼❙❊ ✭✪✮ ▼❙▲▲

❙❊ ❦❡r♥❡❧ kSE ✻✹✳✹✷ ✲✵✳✼✼✽

❙▼ ❦❡r♥❡❧
∑Q=3

q kqSE kqCos ✼✺✳✼✵ ✲✵✳✸✻✾

P■ ❣❧♦❜❛❧ kLift + kSE ✸✷✳✺✶ ✲✵✳✽✷✺

❙❊ ♠✐①t✉r❡ wcompkSE,1 + (1− wcomp)kSE,2 ✸✶✳✶✻ ✲✵✳✽✹✹

P■ ♠✐①t✉r❡ wcompkLift + (1− wcomp)kSE ✷✻✳✶✵ ✲✵✳✽✹✼

❍❡t✳ P■ ♠✐①t✉r❡ kPI + ϵ(u) ✷✺✳✸✽ ✲✶✳✵✺✽

❍❡t ◆✲P✳ P■ ♠✐①t✉r❡ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✷✾✳✾✾ ✲✶✳✵✸✼

❋✐❣✉r❡ ✷✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❙❊ ❦❡r♥❡❧

♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❜✉t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡②♦♥❞

t❤❡ ✸✵♠♣❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧② s❝❛❧✐♥❣ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛s✲

t✐❝ ♥♦✐s❡✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥ ◆▼❙❊ ♦❢ 25.38% ❛♥❞ ❛ ▼❙▲▲ ♦❢ ✲✶✳✵✺✽✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞

❧✐❢t ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❙❊ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡

❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s s❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❝❝❡ss t♦ ♠❡❛s✉r❡❞

❞❛t❛✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ✉♣♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢t ❢♦r❝❡✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t♦ t❤❡ ❡❛st❡r❧② ♦r ✇❡st❡r❧② ✇✐♥❞s✳ ❋♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤②s✐❝s ✐♥❢♦r♠❡❞

♠♦❞❡❧ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
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♦❢ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛st❡r❧② ❛♥❞ ✇❡st❡r❧② ✇✐♥❞s ✇❛s ♣✉❧❧❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞

s♦✉t❤❡r❧② tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❞♦ ♦❝❝✉♣② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ [u, θ]✱ t❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❆ s✉s♣❡❝t❡❞ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s

✐s ❛♥ ♦✈❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ✇✐♥❞ ❛♥❣❧❡✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✈❛r②✐♥❣ q✉✐❝❦❧②

❡♥♦✉❣❤ ✇✳r✳t t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝s

✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✶✺✮ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧② s❝❛❧✐♥❣ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✶✻✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s

❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✸✵♠♣❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣

tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

✇❤❡♥ ❧✐❢t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞✳

❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❧✐❢t ❢♦r❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✇✲

✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ ❧✐❢t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞✳ ❍❡r❡✱ ❛s ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦ t♦♦ ❞♦❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢

❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳ ▼♦❞❡❧s ✉t✐❧✐s✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡✐t❤❡r ♦✈❡r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛t ❧♦✇❡r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s✱ ✉♥✲

❞❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✉r✐♥❣ ❧✐❢t✱ ♦r ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♦❢ ❜♦t❤✳ ❚❤❡ t✇♦ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡

❜❡tt❡r ❛❜❧❡ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r tr✉st ✇✐t❤✐♥ t❤❡

♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐❢t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢t ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛s✐✲st❡❛❞②

♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❬✺✽❪✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠♦❞❡❧ ♥♦✐s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡✲

❤❛✈❡✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥ ❛✇❛r❡♥❡ss ♦❢ ✇❤❡r❡

♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✳
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❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧

✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❧✐❢t✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧

✐♥s✐❣❤t ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧②

s❝❛❧✐♥❣ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡✳ ❆t ❧♦✇❡r ❞❛t❛ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❡st s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

st✉❞②✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s ✐t ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ✜t ❜♦t❤ t❤❡

❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥✢❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜♦✉♥❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❧✐♥❡❛r ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t ❤✐❣❤ ❡❛st❡r❧② ❛♥❞ ✇❡st❡r❧② ✇✐♥❞s✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❧✐❢t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞

t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ❡①♣❛♥❞s ❣r❡❛t❧②✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❲✐t❤♦✉t ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ ✇✐♥❞ ❞❛t❛

✭❃✸✵♠♣❤✮✱ ♦r ❛♥ ❡♥❢♦r❝❡❞ r❡❣✐♠❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✭t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✮ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧

❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❧♦✇ ❞❛t❛ ❛r❡❛s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡

♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡

t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✇❛②✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ r❡❣✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝s

✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❢✉❧❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❣✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✸✵♠♣❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡ ✐s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

▼✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♠❡s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇✐t❤✐♥ ♠❛♥② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ❞✉❡ t♦

❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ r❛r✐t② ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞

❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ♥♦rt❤❡r❧② ✇✐♥❞ ❞❛t❛✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥

❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❯❑✱ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s♦✉t❤✲✇❡st❡r❧②✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❤✐❣❤❡r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬✺✾❪✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡

✶✺



s♦✉t❤✲✇❡st ❝♦❛st✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❛r✐t② ♦❢ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ ♥♦rt❤❡r❧② ✇✐♥❞s ❞♦❡s

♥♦t ♠❛❦❡ ❛ ♠♦❞❡❧s✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥② ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s

✐♠♣♦rt❛♥t ❤❡r❡❀ ♦♣t✐♥❣ t♦ ✉s❡ ❛ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ✇❡✐❣❤t ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✻✮ ♦♥ cos(2θ) r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t

✭❊q✉❛t✐♦♥ ✺✮ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ θ✳ ❚❤✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇♦ r♦❧❡s✿ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✱ ✉t✐❧✐s✐♥❣

❤✐❣❤ s♣❡❡❞ s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞ ❞❛t❛ t♦ ✐♥❢♦r♠ ♥♦rt❤❡r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

0◦ − 360◦ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❆ ♣♦✐♥t ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❦❡r♥❡❧ ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❦❡r♥❡❧s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞s ❢♦r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❣r♦✇s ❢r♦♠ t❤r❡❡ ❢♦r t❤❡ ❙❊ ❦❡r♥❡❧✱ t♦ ❡❧❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞

❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s✐❣♠♦✐❞ xw0 ✇❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✸✵ ♠♣❤✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦

r❡❞✉❝❡ ♦♣t✐♠✐s❡r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r P■▼▲ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②

✇✐t❤✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❤❡r❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞

❦❡r♥❡❧s✳ P❧♦ts ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❞✐s♣❧❛②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ q✉✐❝❦❧②✱

❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤❛♥❣❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡

❞❛t❛ t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ r❛♣✐❞❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧✐❢t ❢♦r❝❡ ❛s ✇✐♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ♥♦rt❤❡r❧② ❛♥❞

s♦✉t❤❡r❧② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭cos(2θ) → 1✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✇❛s ♠♦r❡

❣r❛❞✉❛❧✱ s❡❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡r ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s✐❣♠♦✐❞✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ r❡❣✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✷❞ s✐❣♠♦✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ♥♦rt❤❡r❧② ❛♥❞ s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❧✐❢t ❢♦r❝❡ ❦❡r♥❡❧ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✻✳ ❈❛s❡ st✉❞② ❇✿ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐♥❣

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ st✉❞② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ❛❡r✐❛❧ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s ❛♥❞

❤♦✇ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♣✐❧♦t✳ ❘❡❡❞ ❬✻✵❪ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

❛❝❤✐❡✈❡❞ s✉❝❝❡ss ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ✇✐t❤ ▼▲P ♥❡t✇♦r❦s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❢❛t✐❣✉❡

❞❛♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ±3%✳ ▲❛t❡r ✇♦r❦ ♦❢ ❋✉❡♥t❡s ❬✻✶❪ ❛♥❞ ●✐❜s♦♥ ❬✻✷❪ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ●P

r❡❣r❡ss✐♦♥ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❢✉❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ str❛✐♥s✳ ●✐❜s♦♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❤♦✇ ❞r❛✇s

❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❞❛♠❛❣❡✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥ ✢✐❣❤t ✇❤✐❝❤

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲❡❛r♥❡❞ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲

✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ✷❉ s✐❣♠♦✐❞ s✉r❢❛❝❡ ✭r✐❣❤t✮ ❛❝r♦ss ❜♦t❤ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ r❡❣✐♦♥

✐♥ ②❡❧❧♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ❦❡r♥❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♥♦rt❤❡r❧②✴s♦✉t❤❡r❧② ✇✐♥❞s ❛t

❤✐❣❤ s♣❡❡❞s✳

✐♥❝❧✉❞❡s t✐♠❡ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ str❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣✐❧♦t ❝♦♥tr♦❧s ✭s❡❡ ❬✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷❪✮✳ ▼♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ✇✐♥❣

str❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐❧♦t ✉s❡❞ ❛♥ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ r✉❞❞❡r t♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t

t♦ t✉r♥✳ ❆ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❛♥❞ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❆t ❤✐❣❤ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡s✱

❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐❧❧ t✉r♥ ❛❜♦✉t ✐ts Z ❛①✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛❝r♦ss t❤❡ t❤r❡❡ ❛❡r✐❛❧ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t✱ ✇✐t❤ ♣❡❛❦s ❛t 11Hz ❛♥❞ 32.5Hz ✐s s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡

t✉r♥s✳

✻✳✶✳ ❑❡r♥❡❧ ❞❡s✐❣♥

❚❤❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡

♠♦r❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ str❛✐♥❀ ❛♥❞ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❛ s❤❛r♣

t✉r♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡✳ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s✿

y(X) = f1(X)
︸ ︷︷ ︸

◗✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

+ f2(X)
︸ ︷︷ ︸

❉②♥❛♠✐❝✱ ♠❛♥♦❡✉✈r❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

+ ϵ
︸︷︷︸

◆♦✐s❡

✭✶✼✮

❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤

♣r❡✈✐♦✉s ❦❡r♥❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✻✶✱ ✻✷❪✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❙q✉❛r❡❞ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭❙❊✮

❦❡r♥❡❧✿

kSE(XFl, X
′
Fl) = σ2

f❡①♣

(

−1

2
(XFl)

TΛ−1(X ′
Fl)

)

+ σ2
nδij ✭✶✽✮

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ♣❧♦ts ♦❢ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❛♥❞ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡✳ ❚❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡✱ ❛❡r✐❛❧ t✉r♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✱

♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✳

✇❤❡r❡ σ2
f ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ σ2

n ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ Λ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s s✉❝❤ t❤❛t

diag(Λ) = [l21, l
2
2, ..., l

2
D] ❢♦r ❛ D ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ XFl ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❛t

❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ✈✐❜r❛t✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝

✈✐❜r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✭❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ ❬✶✼❪✮✿

kSDOF (τ) =
σ2

4m2ζω3
n

e−ζωn|τ |

(

cos(ωdτ) +
ζωn

ωd

sin(ωd|τ |)
)

✭✶✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♥♦✇ r❡❧❛t❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❙❉❖❋ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✿ m ✐s t❤❡

♠❛ss✱ ζ = c/2
√
km ✐s t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦✱ ωn =

√

k/m ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ωd = ωn

√

1− ζ2

✐s t❤❡ ❞❛♠♣❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❉r❛✇s ❢r♦♠ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ♦❜❡② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

♦❢ ❛♥ ❙❉❖❋ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❡♥❝♦❞❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r② ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢❛t✐❣✉❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ ❛✐♠s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✱ s✐♠✐❧❛r❧②

t♦ ❤♦✇ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡s ♦❢ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣

❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ❬✻✸❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t✇♦ ♠♦❞❡s

♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❡①❝✐t❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❛ s✉♠ ♦❢ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧s✿

kMDOF =

N∑

i=1

kiSDOF (t, t
′) ✭✷✵✮

✇❤❡r❡✱ ❤❡r❡✱ N = 2✳ ❆ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② r❡❛s♦♥s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r

t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ t♦ ❜❡ ♣❤❛s❡❞

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❤❛r♣ ❛❡r✐❛❧ t✉r♥s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ s❛♠❡

❝♦❧♦✉rs✿ ❜❧✉❡✱ ♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✉r♥✳ ❚✇♦ ♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ 11Hz ❛♥❞ 32.5Hz ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❝r♦ss

t❤❡ t❤r❡❡ t✉r♥s✳

✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

k(X,X ′) = kSE(XFl, X
′
Fl)

︸ ︷︷ ︸

◗✉❛s✐✲st❛t✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❙❊ ❦❡r♥❡❧✳✳✳

+ kσ(❘❯❉❉,❘❯❉❉′)

(
N∑

i=1

kiSDOF (t, t
′)

)

︸ ︷︷ ︸

✳✳✳ ✇❤✐❧st ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧✭s✮ ❢♦r r✉❞❞❡r✲❜❛s❡❞ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✳

✭✷✶✮

✇❤❡r❡ XFl ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ✢✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❘❯❉❉ ✐s t❤❡ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✈❡❝t♦r✳ ◆♦t❡

❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❛♠❛r ❇r✐❞❣❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✺❀

r❛t❤❡r t❤❛♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❦❡r♥❡❧s ✭kLift ❛♥❞ kSE ❢♦r t❤❡ ❚❛♠❛r ❝❛s❡ st✉❞②✮✱ t❤❡ ❙❊

❦❡r♥❡❧ kSE r❡♠❛✐♥s ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ kSDOF ✐s ❜❡✐♥❣ ♣❤❛s❡❞ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t✳ ❚❤❡

♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② t♦ ✉t✐❧✐s❡ s✐❣♠♦✐❞ ❦❡r♥❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠❛② s✇✐t❝❤✱ ✇✐❧❧

✈❛r② ❜② ✉s❡ ❝❛s❡✳

✻✳✷✳ ❘❡s✉❧ts

❆ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❚❛♠❛r ❇r✐❞❣❡ ❝❛s❡ st✉❞② ✇❛s t❤❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❛ss✐st ✇✐t❤

❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✱ ❤❡r❡✱ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ✐♥st❡❛❞ ♣❧❛❝❡❞

♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❆ ❦❡② str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❡❧♣ ✇✐t❤

t❤❡ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ ❞❛t❛ ❬✶✼❪✳ ❚♦ t❡st t❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❛t ✻✹❍③

❛♥❞ t❛s❦❡❞ ✇✐t❤ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ✶✷✽❍③✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ t♦♦❦ ♣❧❛❝❡

♦✈❡r ❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✷✵✵ s❡❝♦♥❞s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡st s❡t s✐③❡ ♦❢ ✷✺✱✻✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t

s✐③❡ ♦❢ ✶✷✱✽✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞

✶✾



❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s✱ ❡①❛❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❤♦✇❡✈❡r

✐t ✐s ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ t❤❛t ❛ s♣❛rs❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r ❞❛t❛s❡ts ♦❢ t❤✐s s✐③❡✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✭◆▼❙❊✮ ❛♥❞ ✸ ✭▼❙▲▲✮✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✭◆▼❙❊ ✭✪✮✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ❈❛s❡ ❙t✉❞② ❇✿ ❆✐r❝r❛❢t ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✲✢✐❣❤t ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✳

▼♦❞❡❧ ❑❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ❋✉❧❧ s❡r✐❡s ❚✉r♥ ✶ ❚✉r♥ ✷ ❚✉r♥ ✸

❙❊ ❦❡r♥❡❧ k❙❊ ✵✳✵✶✸✽✵ ✷✷✳✽✺✶ ✶✳✽✼✻ ✺✳✹✶✸

❙▼ ❦❡r♥❡❧
∑Q=3

q kq❙❊ kq❈♦s ✵✳✵✵✽✽✶ ✹✳✻✶✸ ✵✳✸✺✹ ✶✳✺✼✾

P■ ❣❧♦❜❛❧ k❙❊ +
∑N=2

i ki❙❉❖❋ ✵✳✵✶✸✹✵ ✷✷✳✽✻✵ ✶✳✽✺✾ ✺✳✹✵✹

❙❊ ♠✐①t✉r❡ k❙❊ + ws✐❣ k❙❊ ✵✳✵✶✶✻✵ ✺✳✽✺✾ ✵✳✹✹✺ ✷✳✵✷✷

P■ ♠✐①t✉r❡ k❙❊ + ws✐❣

∑N=2
i ki❙❉❖❋ ✵✳✵✵✼✹✾ ✷✳✾✹✹ ✵✳✸✵✶ ✵✳✽✼✷

❚❛❜❧❡ ✸✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭▼❙▲▲✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ❈❛s❡ ❙t✉❞② ❇✿ ❆✐r❝r❛❢t ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✲✢✐❣❤t ♠❛♥♦❡✉✲

✈r❡s✳

▼♦❞❡❧ ❑❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ❋✉❧❧ s❡r✐❡s ❚✉r♥ ✶ ❚✉r♥ ✷ ❚✉r♥ ✸

❙❊ ❦❡r♥❡❧ k❙❊ ✲✹✳✷✹✵ ✵✳✷✺✺ ✲✶✳✾✻✽ ✲✶✳✹✽✹

❙▼ ❦❡r♥❡❧
∑Q=3

q kq❙❊ kq❈♦s ✲✹✳✹✺✸ ✲✶✳✺✷✺ ✲✷✳✶✵✶ ✲✶✳✾✾✽

P■ ❣❧♦❜❛❧ k❙❊ +
∑N=2

i ki❙❉❖❋ ✲✹✳✷✾✵ ✵✳✷✺✼ ✲✶✳✾✼✶ ✲✶✳✹✽✺

❙❊ ♠✐①t✉r❡ k❙❊ + ws✐❣ k❙❊ ✲✹✳✹✻✶ ✲✶✳✹✾✾ ✲✶✳✾✹✼ ✲✶✳✽✽✶

P■ ♠✐①t✉r❡ k❙❊ + ws✐❣

∑N=2
i ki❙❉❖❋ ✲✹✳✻✶✺ ✲✶✳✼✺✾ ✲✷✳✶✵✼ ✲✷✳✵✾✺

❆❝r♦ss t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

✜❞❡❧✐t②✱ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ◆▼❙❊s ✭< 0.014%✮ ❛♥❞ ▼❙▲▲s ✭< −4.240✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡

❜❛s❡❧✐♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② q✉❛s✐✲st❛t✐❝ tr❡♥❞s ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❛ t❛s❦ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱

♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ ●P t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ❤❡r❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡

♣r✐♠❛r② ❛r❡❛s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✈✐❛t❡s ♠♦st✱ ✐s ✇❤❡♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✉r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡

♠❛♥♦❡✉✈r❡s ❞♦❡s ♥♦t ❣r❡❛t❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r ❢❛t✐❣✉❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞s ✭❡✳❣✳ ❞✉r✐♥❣ t✉r♥s✮ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❢✉❧❧ t✐♠❡s❡r✐❡s ❤❛❞ ❛♥ ◆▼❙❊ ♦❢

✵✳✵✵✼✹✾✪✱ ❜❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✵✳✵✵✽✽✶✪ ◆▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭s♣❡❝tr❛❧ ♠✐①t✉r❡

❦❡r♥❡❧✮✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r t♦ t❤✐s ✇❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥t❡♥t t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣ ✐♥ ♦❢ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧s ❞✉r✐♥❣ t✉r♥✐♥❣ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❧♦ts
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✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾✳ ❚❤❡ ◆▼❙❊ ❢♦r t✉r♥s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❞r♦♣♣❡❞ ❢r♦♠ ✹✳✻✶✸✪✱ ✵✳✸✺✹✪ ❛♥❞ ✶✳✺✼✾✪ ❢♦r t❤❡

❙▼ ❦❡r♥❡❧ t♦ ✷✳✾✹✹✪✱ ✵✳✸✵✶✪ ❛♥❞ ✵✳✽✼✷✪✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ❜❡tt❡r ❛❜❧❡

t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❇♦t❤ ❦❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞

t♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ s✐❣♥❛❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤❡

❙▼ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❵♣❛tt❡r♥ ❞✐s❝♦✈❡r②✬ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

❛ s②st❡♠✬s ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✺✹❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ❡♥❢♦r❝❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ✈✐❛

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ kSE ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❋✉rt❤❡r

✇♦r❦ ♣✉rs✉✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r ♣♦rt s✐❞❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✲✢✐❣❤t t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠✐①t✉r❡ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤

✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐s♦❧❛t❡❞

t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❊
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r ♣♦rt s✐❞❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✲✢✐❣❤t t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t

❦❡r♥❡❧✳

❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥t❛✐♥ ❡✐t❤❡r ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧s ♦r ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❜✉t ♥♦t ❜♦t❤✳ ■♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❊ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✇✐t❝❤ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ r✉❞❞❡r

❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✐s ❜❡tt❡r ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱

t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t✐♦♥❛r② ❙❊ ❦❡r♥❡❧✱ ❜✉t ✇❛s ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠✐①t✉r❡

♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❊ ❦❡r♥❡❧s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ s❤♦rt ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡s✱ ❛r❡ ♥♦t ❞❡r✐✈❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ✇❛s ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦

t❤❛t ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❙❊ ❦❡r♥❡❧ t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ ❢❛✐❧✐♥❣ t♦

❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ ✜t ♦❢

t❤❡ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡s❡r✐❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛♥♦✉✈r❡s r❡♣r❡s❡♥t

♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❧♦✇ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✜ts ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♣r♦❞✉❝❡
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❧♦✇ ❧♦❣ ❧♦ss ♠✐♥✐♠❛✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ ♦r ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❡✳❣✳ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ♣r✐♦r t♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞

✜① t❤❡ ωn✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡

s✐❣♥❛❧✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✇♦rs❡♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✻✳✸✳ ▼♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②

❆s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❇r✐❞❣❡ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❛♥♦t❤❡r ♥♦t❛❜❧❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ P■▼▲ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣s✐❞❡

✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t♦ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t

❦❡r♥❡❧✱ t❤✐s ❝❛♠❡ ❢r♦♠ t✇♦ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s✿ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧✱ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ❙❉❖❋ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❧♦♦❦ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡

♠♦❞❡❧✬s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇✐t❤ ♣❧♦ts ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ s✐❣♠♦✐❞ ❦❡r♥❡❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② t✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❛♥❞ ❦❡r♥❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

s♣❡❝✐✜❝ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ s✐❣♠♦✐❞ ❦❡r♥❡❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✭❚♦♣✮ ❆ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣❧♦t

♦❢ t❤❡ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ σ(❘✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡)✳ ❚❤❡ ❵❛❝t✐✈❡✬ r❡❣✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡

✇✐t❤ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥✳ ✭❇♦tt♦♠✮ ❆ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ✇❤❡r❡

✐t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ x0✳

✷✸



❚❤❡ t♦♣ s✉❜♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠✲

❡t❡rs x0 = 22.59◦ ❛♥❞ a = 3.099✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t str✉❝t✉r❡✱ t❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ ❢r♦♠ ❢✉❧❧② ✐♥❛❝t✐✈❡✱ t♦ ❢✉❧❧② ❛❝t✐✈❡ ✇✐t❤✐♥ ✐♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 21− 24◦ r✉❞❞❡r

❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❡❡♣ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♣✐❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲✢✐❣❤t ♠❛♥♦❡✉✈r❡✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✉❞❞❡♥ s✇✐t❝❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ❛❧♠♦st st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥

❧✐❦❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r✉❞❞❡r ❛♥❣❧❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ σ(❘❯❉❉) ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✉❜♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥✲✢✐❣❤t ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t

❛ ❢❛✐r❧② s✉❞❞❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r ♣❧♦ts t♦ t❤✐s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡

❛ ✉s❡❢✉❧ ✇❛② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ✇❤❡♥ ❛♥❞ ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♣❤❛s❡❞ ✐♥t♦ ♦r ♦✉t ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✼✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❧✐❛♥❝❡ ✉♣♦♥

♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡✲

♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ t❤❛t ♣r✐♠❛r✐❧② ❝❛♣t✉r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✉s❡s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥t❡♣r❡t t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ✉♣♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❞❡r✐✈❡❞ ❦❡r♥❡❧s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦♦❧ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡✲

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❚✇♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❛s❡

st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡

✐♥s✐❣❤t ✐♥ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧s✬ r❡s✉❧ts✳

❆ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠❛② ♦♥❧② ❛♣♣❧② ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❧✐❢t ❢♦r❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ✇✐♥❞

s♣❡❡❞✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡r♥❡❧✱ ♦♥❧② ❛❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✇✐♥❞ ❤✐t t❤❡ ❜r✐❞❣❡ s✐❞❡✲♦♥✳ ❚❤❡

❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤✐s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡

♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❢♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ♥♦rt❤❡r❧② ✇✐♥❞s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛

s❝❛r❝✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ♠❛②

❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜❡tt❡r ✜tt❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✳

❉❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇✐♥❣s✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✲

✢✐❣❤t ♠❛♥♦❡✉✈r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ s❤❛r♣ t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ✭❤✐❣❤ r✉❞❞❡r

❛♥❣❧❡s✮✱ ❛♥❞ ✇❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❙❉❖❋ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✐♥t str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✉♣s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✻✹❍③ t♦ ✶✷✽❍③ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝

s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡❧② ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤r❡❡

❛❡r✐❛❧ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢r♦♠ ✷✷✳✽✺✶✪✱ ✶✳✽✼✻✪ ❛♥❞ ✺✳✹✶✸✪ t♦ ✷✳✾✹✹✪✱ ✵✳✸✵✶✪ ❛♥❞ ✵✳✽✼✷✪

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❜② ❛❧♠♦st ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦✳

✷✹



❚❤❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❡r❡ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss

❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞✈♦❝❛t✐♥❣ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ♣❤②s✐❝s ✐♥t♦ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣❧❛② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛

s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥t✮✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡❛♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥

t❤✐s ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ r❡❧❡✈❛♥t ✐t ✐s t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❤❛s s❤♦✇♥
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Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✷✽✱ ✷✵✶✸✱ ♣♣✳ ✶✵✻✼✕

✶✵✼✺✳

❬✺✺❪ ❊✳ ❏✳ ❈r♦ss✱ ❖♥ str✉❝t✉r❛❧ ❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s✱ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❤❡✣❡❧❞ ✭✷✵✶✷✮✳

❬✺✻❪ ❑✳ ❨✳ ❑♦♦✱ ❏✳ ▼✳ ❲✳ ❇r♦✇♥❥♦❤♥✱ ❉✳ ■✳ ▲✐st✱ ❘✳ ❈♦❧❡✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❛♠❛r

s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜r✐❞❣❡✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✷✵ ✭✷✵✶✸✮ ✻✵✾✕✻✷✺✳

✷✾



❬✺✼❪ ❑✳ ❑❡r❡♥②✐✱ ❚✳ ❙♦❢✉✱ ❏✳ ●✉♦✱ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s ♦♥ ✐♥✉♥❞❛t❡❞ ❜r✐❞❣❡ ❞❡❝❦s✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✾✮✳

❬✺✽❪ ❏✳ ❉✳ ❍♦❧♠❡s✱ ❲✐♥❞ ▲♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✸r❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ❈❘❈ Pr❡ss✱ ✷✵✶✺✳

❬✺✾❪ ❆✳ ▲❛♣✇♦rt❤✱ ❏✳ ▼❝●r❡❣♦r✱ ❙❡❛s♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❜r✐t❛✐♥✱ ❲❡❛t❤❡r

✻✸ ✭✷✵✵✽✮ ✸✻✺✕✸✻✽✳

❬✻✵❪ ❙✳ ❈✳ ❘❡❡❞✱ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❛✐r❝r❛❢t str✉❝t✉r❛❧ ✉s❛❣❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣

s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❚❤❡ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✶✶ ✭✷✵✵✼✮ ✷✵✾✕✷✸✵✳

❬✻✶❪ ❘✳ ❋✉❡♥t❡s✱ ❊✳ ❈r♦ss✱ ❆✳ ❍❛❧❢♣❡♥♥②✱ ❑✳ ❲♦r❞❡♥✱ ❘✳ ❇❛rt❤♦r♣❡✱ ❆✐r❝r❛❢t ♣❛r❛♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❛❧

❧♦❛❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣✱ ✷✵✶✹✳

❬✻✷❪ ❙✳ ❏✳ ●✐❜s♦♥✱ ❚✳ ❏✳ ❘♦❣❡rs✱ ❊✳ ❏✳ ❈r♦ss✱ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ str❛✐♥

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✷✷ ✭✷✵✷✸✮ ✸✵✻✺✕✸✵✼✻✳

❬✻✸❪ ❉✳ ❏✳ P✐t❝❤❢♦rt❤✱ ❚✳ ❏✳ ❘♦❣❡rs✱ ❯✳ ❚✳ ❚②❣❡s❡♥✱ ❊✳ ❏✳ ❈r♦ss✱ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

◆♦✐s❡ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭■❙▼❆ ✷✵✷✷✮✱ ✷✵✷✷✳

❬✻✹❪ ❉✳ ❉✉✈❡♥❛✉❞✱ ❏✳ ▲❧♦②❞✱ ❘✳ ●r♦ss❡✱ ❏✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ●✳ ❩♦✉❜✐♥✱ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ♥♦♥♣❛r❛✲

♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧ s❡❛r❝❤✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✷✽✱ ✷✵✶✸✱ ♣♣✳ ✶✶✻✻✕✶✶✼✹✳

❬✻✺❪ ▼✳ ❚✐ts✐❛s✱ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ s♣❛rs❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s

♦❢ t❤❡ ❚✇❡❧❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✺✱ ✷✵✵✾✱ ♣♣✳

✺✻✼✕✺✼✹✳

✸✵



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❧♦ts ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ❈❛s❡ st✉❞② ❆✿ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✶✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡❞

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r ♦❢ ✸✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✷✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧

♠✐①t✉r❡ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r ♦❢ ✸✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢

✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s

✸✶



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✸✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧

♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r ♦❢ ✸✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞

s♣❡❡❞s

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✹✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❧❛❝❦✲

❜♦① ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r ♦❢ ✸✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞

s♣❡❡❞s

✸✷



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✺✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝s

✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r ♦❢ ✸✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts

✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✻✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❛♠❛r ❜r✐❞❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝s

✐♥❢♦r♠❡❞ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❝❛tt❡r

♦❢ ✸✵✵ ❞❛t❛♣♦✐♥ts ✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✵♠♣❤ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s

✸✸



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❈❛s❡ st✉❞② ❇✿ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✼✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r ♣♦rt s✐❞❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✲✢✐❣❤t t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❦❡r♥❡❧✳

✸✹



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✽✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r ♣♦rt s✐❞❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✲✢✐❣❤t t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠✐①t✉r❡ ❦❡r♥❡❧

✇✐t❤ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✸✺



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✾✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r ♣♦rt s✐❞❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✲✢✐❣❤t t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞

❦❡r♥❡❧✳

✸✻



❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✵✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r ♣♦rt s✐❞❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✲✢✐❣❤t t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❙❊ ❦❡r♥❡❧ ♠✐①t✉r❡✳

✸✼



❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✶✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r ♣♦rt s✐❞❡ ✇✐♥❣ str❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✲✢✐❣❤t t✉r♥s ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝s✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❦❡r♥❡❧

♠✐①t✉r❡✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡

❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✱ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❛r✐s✐♥❣

❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ●P t❤❡♦r②✮ ✐s ♠❛❞❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛

❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
n✳ ▼♦r❡ s✉❝❝✐♥❝t❧②✱ ❞❡❝❦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

a ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s✱

a = f(θ, u) + ϵ, f ∼ GP(0,K), ϵ ∼ N (0, σ2
n) ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♣t✉r❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❛♥❞ ❧✐❢t ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧✴♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❦❡r♥❡❧✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ✭❡✳❣✳ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✮✱ ✐♥st❡❛❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

✸✽



❛ ✜①❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜♦✉♥❞s t❤❛t ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s

♠♦❞❡❧s ❜❡✐♥❣ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛t ❧♦✇ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s ✐♥ ♥♦rt❤❡r❧② ❛♥❞ s♦✉t❤❡r♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ s❡❡♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s✳ ❆ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧

✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t✐❣❤t❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ❛t ❧♦✇❡r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s✱ t❤❛t ❝❛♥ ✇✐❞❡♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s✳

❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✐ts❡❧❢ ❜❡❝♦♠❡s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

a = f(θ, u) + ϵ(θ, u), f ∼ GP(0,K), ϵ ∼ N (0, r(θ, u)) ✭❇✳✷✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❞❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡❀ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ r(θ, u)✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♣❧❛❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ♣r✐♦r ♦✈❡r t❤❡ t❡r♠✱

❡✛❡❝t✐✈❡❧② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s ❛ ❧❛t❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

r(θ, u) ∼ GP(µr, kr). ✭❇✳✸✮

✇❤❡r❡ µr ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ kr t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❡❛♥

❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦✐s❡ s❝❛❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ●Ps❀ ♦♥❡ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛

❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✭❍●P✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❡♥❤❛♥❝❡s

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥

❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ s❝❛❧❡s ❛s O(n3) ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts n✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ♠♦❞❡❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠✲

❡t❡rs θ ✇❡r❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ◆❡❣❛t✐✈❡ ▲♦❣✲▼❛r❣✐♥❛❧ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭◆▲▼▲✮✿

L(θ) = 1

2
y
⊤K−1

y y +
1

2
log |Ky|+

n

2
log 2π ✭❈✳✶✮

✇❤❡r❡ Ky = K+σ2
nI ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s② t❛r❣❡ts y ❬✶✺❪✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♠❛♥② ♠✐♥✐♠❛

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠✐①t✉r❡ ❦❡r♥❡❧s✱ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
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✭◗P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r ✇❛s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦❢ ✷✵✵ ❛♥❞ ❛

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 1× 10−3✳

❋♦r t❤❡ ✇♦r❦st❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✭❉❊▲▲ Pr❡❝✐s✐♦♥ ✺✽✷✵✱ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✾✲✶✵✾✵✵❳ ❈P❯✱ ✸✳✼✵●❍③✱

✻✹●❇ ❘❆▼✮✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t s✐③❡s ❢♦r ❝❛s❡ st✉❞② ❇ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❛❜❧❡ ❈✳✹ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ❈✳✺ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s ❆ ✭n = 300✮ ❛♥❞ ❇

✭n = 12, 800✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❛❜❧❡ ❈✳✹✿ ❑❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ❈❛s❡ ❙t✉❞② ❆✿ ❚❛♠❛r ❇r✐❞❣❡✳

▼♦❞❡❧ ❑❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ❈♦♠♣✳ t✐♠❡ ✭s✮

❙❊ ❦❡r♥❡❧ k❙❊ ✶✻✳✽✻

❙▼ ❦❡r♥❡❧
∑Q=3

q=1 kq❙❊k
q
❈♦s ✼✹✳✺✸

P■ ❣❧♦❜❛❧ k▲✐❢t + k❙❊ ✷✵✳✺✼

❙❊ ♠✐①t✉r❡ w❝♦♠♣k❙❊,1 + (1− w❝♦♠♣)k❙❊,2 ✷✾✳✸✶

P■ ♠✐①t✉r❡ w❝♦♠♣k▲✐❢t + (1− w❝♦♠♣)k❙❊ ✷✼✳✵✺

❚❛❜❧❡ ❈✳✺✿ ❑❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ❈❛s❡ ❙t✉❞② ❇✿ ❆✐r❝r❛❢t ✇✐♥❣ str❛✐♥✳

▼♦❞❡❧ ❑❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ❈♦♠♣✳ t✐♠❡

❙❊ ❦❡r♥❡❧ k❙❊ ✵✾ ❤ ✵✷ ♠✐♥

❙▼ ❦❡r♥❡❧
∑Q=3

q=1 kq❙❊k
q
❈♦s ✶✾ ❤ ✸✾ ♠✐♥

P■ ❣❧♦❜❛❧ k❙❊ +
∑N=2

i=1 ki❙❉❖❋ ✶✶ ❤ ✷✽ ♠✐♥

❙❊ ♠✐①t✉r❡ k❙❊ + ws✐❣k❙❊ ✶✷ ❤ ✶✹ ♠✐♥

P■ ♠✐①t✉r❡ ws✐❣,1k❙❊ + ws✐❣,2

∑N=2
i=1 ki❙❉❖❋ ✶✹ ❤ ✹✷ ♠✐♥

❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❈❛s❡ ❙t✉❞② ❇✱ ❡①❛❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉♥t✐♠❡s ❣r♦✇ r❛♣✐❞❧② ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ❞❛t❛s❡t s✐③❡s✱

✇✐t❤ ❧✐♠✐ts ♦❢ ✶✵✱✵✵✵✲✶✺✱✵✵✵ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡r♥ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❝❛s❡ st✉❞②✱

✇✐t❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❦❡r♥❡❧ str✉❝t✉r❡✱ ❡①❛❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r

❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs❡ ●P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

❬✻✺❪ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳
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