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❆ ✉♥✐❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❡st ❢♦r s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s

❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇r❛✈♦

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❨♦r❦✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡ t❡st ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦s✲
s✐❜❧② ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ t❡st ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥tr♦❧s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐ts s✐③❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥❡st❡❞✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦r ♥♦♥ ♥❡st❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ♦✈❡r✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐❧t✐♥❣✱ ❙tr♦♥❣ ♠✐①✐♥❣✱ ❯♥✐❢♦r♠ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧
✷✵✷✵ ▼❙❈✿ ✻✷●✵✺✱ ✻✷●✶✵

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t {Znt, n ≥ 1, 1 ≤ t ≤ n} ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛rr❛② ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ♦♥
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω,Z, P )✱ ❛♥❞ ❧❡t

Mnf (β, h) = EPf
(f(Znt, β, h)), Mng(θ, l) = EPg(g(Znt, θ, l))

❞❡♥♦t❡ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ f : RdZ × B × H →
Rdf ✱ g : RdZ × Θ × L → Rdg ✱ B ⊂ Rk✱ Θ ⊂ Rl✱ H = H1 × .... × Hf ✱
L = L1× ...× ....Lg ❛r❡ ♣s❡✉❞♦ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s Mnf (β, h)
❛♥❞ Mng(θ, l) ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♠❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s EPf

(f(·)) ❛♥❞ EPg(g(·))✳ Mnf (β, h) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② s♣❡❝✐✲
✜❡❞ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ t, n Mnf (β, h) = 0 ❢♦r s♦♠❡ β ∈ B, h ∈ H ❛♥❞ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ✐❢
❢♦r ❛❧❧ t, n✱ Mnf (β, h) ̸= 0 ❢♦r ❛❧❧ β ∈ B, h ∈ H ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r Mng(θ, l)✮✳

❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ❢r❛♥❝❡s❝♦✳❜r❛✈♦❅②♦r❦✳❛❝✳✉❦ ✭❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇r❛✈♦✮
❯❘▲✿ ❤tt♣s✿✴✴s✐t❡s✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴❛✴②♦r❦✳❛❝✳✉❦✴❢r❛♥❝❡s❝♦❜r❛✈♦ ✭❋r❛♥❝❡s❝♦

❇r❛✈♦✮
❱❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛♥ ❆ss♦❝✐❛t❡ ❊❞✐t♦r ❛♥❞ t✇♦ r❡❢❡r❡❡s ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡❞✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐s❝❧❛✐♠❡r ❛♣♣❧✐❡s✳



❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ t❡st ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧② ♠✐ss♣❡❝✐✲
✜❡❞ Mnf (β, h) ❛♥❞ Mng(θ, l)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛♣♣❧✐❡s t♦
♣♦ss✐❜❧② ♦✈❡r✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♠❛♥② ❝♦♠✲
♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❍❛♥s❡♥
❛♥❞ ❏❛❣❛♥♥❛t❤❛♥ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ ▼❛r✐♥❛❝❝✐ ✭✷✵✶✻✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮
❛r❡ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡
❢♦r♠ ♦❢ s❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t❡st ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❞❡✲
s✐r❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✿ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲✐❡❜❧❡r
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r❡s ❢❛✈♦r❛❜❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡st ❜❛s❡❞
♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ❡st✐♠❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛s t❤❡②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❍❛❧❧ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r ✭✷✵✶✶✮
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥tr♦❧s ✐ts s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♣r♦♣❡rt② ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥
♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧❡✈❡❧s✱ ❢♦r ❛♥② s❛♠♣❧❡ s✐③❡ N t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❡①✐st
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Pn ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s s✉❝❤ t❤❛t
❢♦r ❛♥② n ≥ N ✱ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛r✲
❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s r✉❧❡❞ ♦✉t ✇❤❡♥ t❤❡ t❡st ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧②
♦❢ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧❡✈❡❧✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛♥② ε > 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ N
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ N t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ Pn

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❛t ♠♦st α+ ε✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝
✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♥♦r♠❛❧ r❡❣❛r❞❧❡ss ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♥♦♥ ♥❡st❡❞✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦r ♥❡st❡❞ ✷ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭t❤❛t ✐s t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲✐❡❜❧❡r ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❡st ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ t❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❤✐ ✭✷✵✷✵✮✱
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛s ✉♥✐❢♦r♠ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❤❛s ♣♦✇❡r ❛❣❛✐♥st n1/2 ❧♦❝❛❧ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ t❡sts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ s✐③❡
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❋r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❢♦r s❡♠✐✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛rr❛②s ♦❢ str♦♥❣ ♠✐①✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs
✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s r❡s✉❧ts ♦❢ ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ P♦❧❧❛r❞ ✭✶✾✾✹✮✱ ❊❦strö♠ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞

✷❚❤❡ t✇♦ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s Mnf (β, h) ❛♥❞ Mng(θ, l) ❛r❡ ✭str✐❝t❧②✮ ♥♦♥ ♥❡st❡❞ ✐❢
❣✐✈❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P0 ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ Pf ∩ Pg = ∅❀ t❤❡② ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐❢
P0 ∩ (Pf ∩ Pg) ̸= ∅ ✇✐t❤ Pf ⊊ Pg ❛♥❞ Pg ⊋ Pf ❀ t❤❡② ❛r❡ ♥❡st❡❞ ✐❢ ❡✐t❤❡r Pf ⊂ Pg ✭Pf ✐s
♥❡st❡❞ ✐♥ Pg) ♦r Pg ⊂ Pf ✭Pg ✐s ♥❡st❡❞ ✐♥ Pf ✮✳

✷



❇r❛✈♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s
❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡s ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ϵ̂n✳
❆ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢s✱
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ϵ̂n ❛♥❞
s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

✷✳ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r Mnf (β, h) ❛♥❞ Mng(θ, l) ❛r❡ ❛ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐❧t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✐t❛♠✉r❛ ✭✷✵✵✵✮ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② ❛r❡
t✇♦✲st❡♣ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥s✐st❡♥t ✭✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥♦r♠✮ ❡st✐♠❛t♦rs✱ s❛② ĥn ❛♥❞
l̂n✱ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs h, l✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡

[
β̂′
n, λ̂

′
n

]′
= argmax

β∈B
arg min

λ∈Λ(B)
Xnf

(
β, λ, ĥn

)
✭✶✮

[
θ̂′n, γ̂

′
n

]′
= argmax

θ∈Θ
arg min

γ∈Γ(Θ)
Xng(θ, γ, l̂n) ✭✷✮

✇❤❡r❡ Λ (B) ⊂ Rdf ✱ Xnf (β, λ, h) =
∑n

t=1 exp (λ
′fnt (β, h)) /n✱ λ =: λ (β, h)✱

fnt (β, h) =: f (Znt, β, h)✱ Γ(Θ) ⊂ Rdg ✱ Xng =
∑n

t=1 exp(γ
′gnt(β, l))/n✱ γ =:

γ(θ, l) ❛♥❞ gnt(β, l) =: g(Znt, β, l)✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ (1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

Xnf

(
β̂n, λ̂n, ĥn

)
= exp

(
−min

P∈Pf

KL (P, Pn)

)
,

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r (2)✱ ✇❤❡r❡ KL(·, ·) ✐s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲✐❡❜❧❡r ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❛t ✐s✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦✲st❡♣ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡
♦♥❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Pf ❞❡✜♥❡❞ ❜②Mnf (β, h) t❤❡
❝❧♦s❡st ♦♥❡✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲✐❡❜❧❡r ❞✐st❛♥❝❡✱ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pn✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ β∗ ✐s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ minP∈Pf

KL(P, P0)✱ ✇❤❡r❡ P0 ✐s t❤❡ tr✉❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ λ∗ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠minλ∈Λ(B)E(exp(λ′f(Znt, β∗, h∗)))
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r θ∗ ❛♥❞ γ∗✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s

H0 : E(Xnf (β∗, λ∗, h∗)) = E(Xng(θ∗, γ∗, l∗)), ✭✸✮

✸



t❤❛t ✐s t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲✐❡❜❧❡r ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♥♦ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ t❡st ❢♦r (3) ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ❙❝❤❡♥♥❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❤❡❧♠ ✭✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉✐t② ♣r♦❜❧❡♠✸ ♦❢ ❱✉♦♥❣ ✭✶✾✽✾✮✬s ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st st❛t✐st✐❝

Vn (ϵ̂n) =
1

n1/2

n∑

t=1

(
ωt (ϵ̂n) exp

(
λ̂′
nfnt

(
β̂n, ĥn

))
− ωt+1 (ϵ̂n) exp

(
γ̂′ngnt

(
θ̂n, l̂n

)))
,

✭✹✮
✇❤❡r❡ (ωt (ϵ̂n))

n+1
t=1 ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❞❛t❛✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ϵ̂n s✉❝❤ t❤❛t

ωt (ϵ̂n) =

{
1 ❢♦r t ♦❞❞

1 + ϵ̂n ❢♦r t ❡✈❡♥

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ (4)
σ2
∗ (β∗, λ∗, h∗, θ∗, γ∗, l∗, ϵn) := σ2

∗ (ϵn) ✐s

σ2
∗ (ϵn) = (1 + ϵn)σ

2
∗ +

ϵ2n
2

lim
n→∞

[
V ar

(
1

n1/2

n∑

t=1

(
exp

(
λ′
∗fnt (β∗, h∗)

))
)

+

✭✺✮

V ar

(
1

n1/2

n∑

t=1

exp
(
γ′∗gnt (θ∗, l∗)

)
)]

,

✇❤❡r❡

σ2
∗ = lim

n→∞
V ar

(
1

n1/2

n∑

t=1

(exp(λ′
∗fnt(β∗, h∗)− exp(γ′∗gnt(θ∗, l∗))

)
,

❛♥❞ ϵn ✐s t❤❡ ✭♣♦ss✐❜❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ❧✐♠✐t ♦❢ ϵ̂n✳ ❚❤✉s σ
2
∗(ϵn) ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡

r❡❣❛r❞❧❡ss ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦♥ ♥❡st❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐♠✲
♣❧✐❡s σ2

∗ > 0✮ ♦r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s σ2
∗ = 0✮✳ ▲❡t σ̂2

n(β̂n, λ̂n, ĥn, θ̂n, γ̂n, γ̂n, l̂n, ϵ̂n)
❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✹ ❢♦r σ2

∗(ϵn)✱

tn(ϵn) =
Vn(ϵn)

σ̂n(β̂n, λ̂n, ĥn, θ̂n, γ̂n, l̂n, ϵ̂n)
,

✸❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✳
✹❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✳

✹



❛♥❞ ❧❡t P∗ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❆✶✲❆✻
✭❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐①✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s (3)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❆✶✲❆✻ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s (3)

lim
n→∞

sup
P∈P∗

P
(
|tn (ϵ̂n)| ≥ z1−α/2

)
= α.

◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ tn(ϵ̂n)✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡

n1/2(E(Xfn(β∗, λ∗, h∗))− E(Xng(θ∗, γ∗, l∗))) → π, ✭✻✮

❛s n → ∞ ❢♦r s♦♠❡ π ∈ R✳ ▲❡t Pnπ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❆✶✲❆✼ ✭✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐①✮ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤
(6) ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ▲❡t Pn ∈ Pnπ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❯♥❞❡r ❆✶✲❆✼ ❛♥❞ Pn✱

tn(ϵ̂n)
d
→ N(Π, 1),

✇❤❡r❡

Π = lim
n→∞

n1/2(E(Xfn(β∗, λ∗, h∗))− E(Xng(θ∗, γ∗, l∗)))(1 + ϵn/2)

((1 + ϵn)σ2
∗ + ϵ2n(σ

2
g∗ + σ2

f∗))
1/2

.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ Π ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❛t ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❙❝❤❡♥♥❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❤❡❧♠
✭✷✵✶✼✮ ✭❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ✜♥✐t❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r σ2

∗ > 0 ♦r σ2
∗ → 0✮

❜❡❝❛✉s❡ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✺ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐❢ π → ∞ t❤❡ t❡st ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t✳

✸✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r

❲❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ϵ̂n✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ϵn✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛
✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♥ ✈❛r② ✇✐t❤ n ❛s ❧♦♥❣ ✐t s❛t✐s✜❡s
t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t n1/4ϵn → ∞ ✭s❡❡ ❆✻ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❋♦r
s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡st ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞✱ ❜✉t ❝❛✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ ✇❛rr❛♥t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❧❡❛✈❡s ♦♣❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✉s❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡
t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❙❝❤❡♥♥❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❤❡❧♠ ✭✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦ss✮ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞

✺



t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ϵ̂n✳ ■♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❆♣✲
♣❡♥❞✐① ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r✐❣♦r♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤❡♥♥❛❝❤ ❛♥❞
❲✐❧❤❡❧♠ ✭✷✵✶✼✮ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧②
♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② str♦♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡
❛❜♦✉t t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡st ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ϵ̂n✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡
❙❝❤❡♥♥❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❤❡❧♠ ✭✷✵✶✼✮ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ϵ̂n ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
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