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r❡s❡❛r❝❤ st✐❧❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s✐♠♣❧✐st✐❝ ❛tt❛❝❦ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤✐♥ ♠✐✲
❝r♦❣r✐❞s✳ ❚♦ ❜r✐❞❣❡ t❤✐s ❣❛♣✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ r❡s✐❧✐❡♥t s❡❝✉r❡ ❝♦♥tr♦❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❝②❜❡r✲t❤r❡❛ts ❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥t❡❣r❛t❡s st❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r♦❜✉st
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ r♦❜✉st
❞❡❢❡♥s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❛❝✲
t✐❝❛❧✐t② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦
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▼✐❝r♦❣r✐❞s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ♣✐✈♦t❛❧ ✐♥ ❡♥s✉r✐♥❣ r❡s✐❧✐❡♥t ❛♥❞ s✉s✲
t❛✐♥❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② s❡r✈✐❝❡s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
s✉❝❤ ❛s ❤♦s♣✐t❛❧s✱ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❛r❡❛s✱ ❛♥❞ ❡♠❡r❣❡♥❝② s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s
❤❡❛✈✐❧② r❡❧② ♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦✇❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡rs✳ ❘❡❝❡♥t ②❡❛rs ❤❛✈❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥✢✉① ♦❢ r❡s❡❛r❝❤
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝②❜❡r✲s❡❝✉r✐t② ✇✐t❤✐♥ ♠✐❝r♦❣r✐❞s✱ ♣r♦♠♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ t❤r❡❛t ♦❢
❝②❜❡r✲♣❤②s✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s ❬✶❪✳ ❙✉❝❤ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❞✐sr✉♣t ♥♦t
♦♥❧② ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ❜r♦❛❞❡r ♠❛❝r♦❣r✐❞ s❡r✈✐❝❡s✱ t❤❡r❡❜② ✐♠♣❛❝t✲
✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ❛♥❞ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥t✐r❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② ❞✐sr✉♣t✐♦♥s✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❧♦ss❡s✱ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ t♦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❬✷❪✳
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❛♥❞ r❡s✐❧✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✸❪✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ✜rst
❞❡t❡❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝②❜❡r✲t❤r❡❛ts ❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❢♦r ❛❜♥♦r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡
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❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ♦r ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✹❪✳

❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s ✐♥ ♠✐❝r♦❣r✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡✐r r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣r✐♠❛r② ♠❡t❤♦❞s✿
s✐❣♥❛❧✲❜❛s❡❞✱ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❜❛s❡❞✳ ❙✐❣♥❛❧✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥✲
❛❧②③❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞❛t❛ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❬✺❪✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❜❡❤❛✈✐♦rs✱
✉t✐❧✐③✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❬✻❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❛t❛✲❜❛s❡❞
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐✲
❡t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❬✼❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ r❡s✐❧✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ✐♥
♠✐❝r♦❣r✐❞s ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s
✉s✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱ r♦❜✉st ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✭❛✉①✐❧✐❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛♥❞ ❡t❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✽❪✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❛✐♥s ❛r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡rr♦r ♦❢ ❣r✐❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝✉r✲
r❡♥t✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ❧♦❛❞ s❤❡❞❞✐♥❣✱ ❛ r♦❜✉st
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❜❛tt❡r② ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠♦❞❡❧
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ♠✐❝r♦❣r✐❞ s❡❝✉r✐t② ❡①❤✐❜✐ts t✇♦ ♠❛✐♥ ❣❛♣s✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ st✉❞✐❡s ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦❝✉s ♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s t❛r❣❡t ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✭❉●s✮✱ ♦❢t❡♥ ♦✈❡r❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❡①✲
✐st✐♥❣ st✉❞✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❛tt❛❝❦s ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛tt❛❝❦s ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
str❛t❡❣✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t ❛tt❛❝❦s ❛t ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛② ♣r♦✈❡
✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✲
♣♦s❡s ❛ r❡s✐❧✐❡♥t s❡❝✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠✐❝r♦❣r✐❞s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r✐❞✳

✷ ❈②❜❡r✲♣❤②s✐❝❛❧ ❉❈ ▼✐❝r♦❣r✐❞ ❛♥❞ ❆tt❛❝❦s

✷✳✶ ▼✐❝r♦❣r✐❞ ❉②♠❛♥✐❝s

❚❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❉●s ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r②
❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❧❛②❡rs✱ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♣♦✇❡r s❤❛r✐♥❣ ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡
r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❜❡❧♦✇✿











Ci

dVi

dt
= Ii −

( Vi

RLi

+ ILi

)

+
∑

j∈Ni

(Vj − Vi

Rij

)

Li

dIi

dt
= −Vi −RiIi + Vti

✭✶✮



❆ ❘❡s✐❧✐❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❈②❜❡r✲❙❡❝✉r✐t② ✐♥ ▼✐❝r♦❣r✐❞s ✸

✭❛✮ ▼✐❝r♦❣r✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ✭❜✮ Pr♦♣♦s❡❞ s❡❝✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳

❋✐❣✳ ✶✿ Pr♦♣♦s❡❞ r❡s✐❧✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠✐❝r♦❣r✐❞s✳

✇❤❡r❡ Ii ❛♥❞ Vi r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜❧t❡r ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❚❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ▲❈ ✜❧t❡r ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ri✱ Li ❛♥❞ Ci❀ Vti r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ♦❢ i✲t❤ ❝♦♥✈❡rt❡r❀ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ Vj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡
♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭P❈❈✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❉●s✱ ✇❤❡r❡ j ∈ Ni ✇✐t❤
Ni r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❉● i❀ ❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❈ ♣♦✇❡r
❧✐♥❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Rij ✳

✷✳✷ ❙t❛t❡✲s♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{

ẋi(t) = Aixi(t) +Bi(ui(t) + ai,a(t)) + Eidi(t)
yi(t) = Cixi(t) + ai,s(t)

✭✷✮

✇❤❡r❡ xi(t) = [Vi, Ii]
T ∈ R

2 ❛♥❞ yi(t) ∈ R
2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛♥❞ ♦✉t♣✉t✱ r❡❝❡♣t✐✈❡❧②❀ ui(t) = Vti = f(yi(t), xj(t)) ∈ R
1 ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❢ ❉● i✳ di(t) =
∑

j∈Ni
(
Vj−Vi

Rij
) − ( Vi

RLi
+ ILi) ∈ R

1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❉● i❀ ai,s(t) ∈ R
2 ❛♥❞ ai,a(t) ∈ R

1 ❛r❡ t❤❡ ❝②❜❡r✲
❛tt❛❝❦ ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs✱ r❡❝❡♣t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❛♠♣❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ xj(t) = x̄j(t) + ai,c(t)✱
✇❤❡r❡ x̄j(t) ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ st❛t❡s✱ ai,c(t) ∈ R

2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❦
❛tt❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Ai = [0, 1

Ci
;− 1

Li
,−Ri

Li
]✱

Bi = [0; 1
Li
]✱ Ci = In ❛♥❞ Ei = [− 1

Ci
; 0]✱ ✇❤❡r❡ In ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳

❖❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮✱ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✐s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s t❤❛t
❝❛♥ t❛r❣❡t t❤❡ ❞❛t❛ ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s❡♥s♦rs✱ ❛❝t✉❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✉♥✐ts✳ ❚❤✐s s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❧❡❛❞s t♦ t❤r❡❡ ♣r✐♠❛r② t②♣❡s ♦❢
❝②❜❡r✲t❤r❡❛ts✿ s❡♥s♦r ❛tt❛❝❦s✱ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② s❡♥s♦rs ✐s t❛♠♣❡r❡❞ ✇✐t❤
♦r ❢❛❧s✐✜❡❞❀ ❛❝t✉❛t♦r ❛tt❛❝❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞
♦r ♠♦❞✐✜❡❞❀ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ❛tt❛❝❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✉♥✐ts ❛r❡ ❞✐sr✉♣t❡❞ ♦r ❝♦rr✉♣t❡❞✳

✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❙❡❝✉r❡ ❈♦♥tr♦❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡♥s♦r✱ ❛❝t✉❛t♦r✱ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ❛tt❛❝❦s✱
❛ r❡s✐❧✐❡♥t s❡❝✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ st❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱



✹ ❙✳ ❚❛♥✱ P✳ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳

r♦❜✉st ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛♥❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✶✭❜✮✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♦♣❡r❛t❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛tt❛❝❦ ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❤♦✉r❧② ♦r ❞❛②✲t♦✲❞❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✉♣♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛❜♥♦r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦✱ t❤❡ ❝♦♥✲
tr♦❧ s②st❡♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❝✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✉♥✐♥t❡rr✉♣t❡❞
❛♥❞ st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐sr✉♣t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜②
❝②❜❡r✲t❤r❡❛ts✳

✸✳✶ ❙t❛t❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ❙❡♥s♦r ❆tt❛❝❦s

❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ t❤❡ st❛t❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✐❝r♦❣r✐❞s r❡q✉✐r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ♦❜s❡r✈✐♥❣ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♠♦♥❣ ❛
❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s✲
t✉r❜❛♥❝❡s ✭❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧t❛❣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❡t❝✮✱ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧✲♦r❞❡r ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤❛♥✲
❞❧✐♥❣ t❤❡s❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ st❛t❡s xi(t) = [Ii, Vi]✱ ❛♥
✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ♦❜s❡r✈❡r ✭❯■❖✮ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ s✉s♣✐❝✐♦✉s s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞
♦♥ s❡♥s♦rs✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡s x̂i(t) ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❯■❖ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s ❛
s✉❜st✐t✉t❡ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

✸✳✷ ❘♦❜✉st ❈♦♥tr♦❧ ❛❣❛✐♥st ❆❝t✉❛t♦r ❆tt❛❝❦s

❚♦ ❝♦♠❜❛t ❛❝t✉❛t♦r ❛tt❛❝❦s✱ ❛ r♦❜✉st ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉❝❤ ❛tt❛❝❦s ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝✉rr❡♥t s❤❛r✐♥❣ ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❜❡r✲t❤r❡❛ts✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❧✐❛❜❧② ❜♦t❤ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ ❛❝t✉❛t♦r ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣✳

✸✳✸ ❚✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ●r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❛❣❛✐♥st ▲✐♥❦ ❆tt❛❝❦s

❚♦ ❛❞❞r❡ss ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s ♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✉♥✐ts
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✱ ❛s
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡ s②st❡♠
t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✉♥✐ts xj(t) ❛♥❞
q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡✐r tr✉st✇♦rt❤✐♥❡ss ✉s✐♥❣ ❛ tr✉st✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡s Cij(t)✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ωij(t) ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥✲
tr♦❧ ❛r❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡❡♠❡❞ ❧❡ss r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② ❧♦✇❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡s✱ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥✲
tr♦❧✳ ❚❤✐s str❛t❡❣✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞ ❞❛t❛ ❡①❡rt ♠✐♥✐♠❛❧
✐♠♣❛❝t ♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝②❜❡r✲t❤r❡❛ts
❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt❛❝❦s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✳ ❘❡❛❞❡rs
❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✶✶❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳



❆ ❘❡s✐❧✐❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❈②❜❡r✲❙❡❝✉r✐t② ✐♥ ▼✐❝r♦❣r✐❞s ✺

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ s❡t✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

▼♦❞✉❧❡s P❛r❛♠❡t❡rs ❱❛❧✉❡s

❉❈ ♠✐❝r♦❣r✐❞
◆♦♠✐♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✹✽ ❱

❈♦♥tr♦❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✶✵ ❦❍③

▲❈ ✜❧t❡r

❇✉s ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✷✳✷ ♠❋

■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✶✳✽ ♠❍

❘❡s✐st❛♥❝❡ ✵✳✷ Ω

✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ P▲❊❈❙✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡st ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜② ❢♦✉r ❉●s ✇✐t❤
❛ r✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❡st❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❢♦✉r ❉●s ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛
♠✐❝r♦❣r✐❞✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❧♦❛❞s ❛r❡
❝❤❛♥❣❡❞ ❛t 1s ❛♥❞ 2s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ❛ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛t t = Ta ♦♥ t❤❡
✈♦❧t❛❣❡ s❡♥s♦rs✱ ❛❝t✉❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣s✳ ✷ t♦ ✹ s❤♦✇
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡rs✉s ♣r♦♣♦s❡❞
s❡❝✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛t t = Ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ ❝②❜❡r✲❛tt❛❝❦s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✷ t❤❛t s❡♥s♦r ❛tt❛❝❦s ❝❛♥ ❞❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❣r✐❞ ✈♦❧t✲
❛❣❡s ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r✐♥❣ t❤❡
s②st❡♠ ❜❛❝❦ t♦ ✐ts ♥♦r♠❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸ t❤❛t ❛ st❡❛❞②
st❛t❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♣♣❡❛rs ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st
❝♦♥tr♦❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱
t❤❡ ❣r✐❞ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ❞✐✈❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ❛tt❛❝❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
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❣❡t✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r✐❞s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ❢♦r ❢✉t✉r❡
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s❝❡♥❛r✐♦s✳
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