Farbengleichheitsmuster auf verdrehten
2x2x2und 3 x 3 x 3 Rubik-Wurfeln

Rainer Hollerbach

Bei Farbengleichheitsmustern sind alle sechs Farben auf dem Wirfel genau gleich arrangiert. Wir
fangen an mit einem 2 x 2 x 2 Wiirfel, bei dem ein Eckstiick einmal verdreht ist. Von dieser
Ausgangsposition gibt es 21 verschiedene Gleichheitsmuster, die eine Reihe von interessanten
Symmetrien aufweisen. Diese Eckmuster konnen dann kombiniert werden mit den anderen Stiicken

auf 3 x 3 x 3 Wiirfeln, wobei Symmetrien wieder eine wichtige Rolle spielen.

Den Rubikwiirfel gibt es schon seit 50 Jahren. Besonders
mit der Entwicklung von immer grofleren Wiirfeln, hat es
ein erneutes Interesse gegeben. Viele Enthusiasten fokussie-
ren auf Geschwindigkeitswettbewerbe oder auf besondere
Muster, die konstruiert werden konnen, mitunter recht ele-
gant. Mathematiker sind typischerweise mehr interessiert
an Aspekten wie der zugrundeliegenden gruppentheoreti-
sche Struktur [1,2] oder der maximalen Zahl von Ziigen,
um eine vorgegebene Anordnung zu 16sen [3, 4]

Mich interessieren Muster, die auf den ersten Blick recht
abstrakt erscheinen, aber eine sehr préazise mathematische
Definition haben. Wir definieren ein Farbengleichheitsmus-
ter als eines, in dem alle sechs Farben genau gleich verteilt
sind. Das heifit, wenn man zwei identisch arrangierte Wiir-
fel hatte, konnte man sie relativ zueinander rotieren, sodass
eine Farbe auf dem ersten Wiirfel und eine beliebige andere
Farbe auf dem zweiten Wiirfel in allen Positionen tiberein-
stimmen.

Abbildung 1 zeigt zwei Beispiele auf dem nur aus Eck-
stiicken bestehenden 2 x 2 x 2 Wirfel. Abbildung 1a zeigt
die Standardanordnung, die selbst ein Gleichheitsmuster
ist, allerdings ein recht einfaches. Abbildung 1b zeigt ein
komplizierteres Gleichheitsmuster, das aus der Standard-
anordnung konstruiert werden kann. Insgesamt gibt es
zwOlf solche Muster auf dem 2 x 2 x 2 Wiirfel [5].

Als Nichstes betrachten wir Abbildung 1c, in der eine
Ecke um eine Drehung im Uhrzeigersinn rotiert ist. Es gilt
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zuerst zu beachten, dass diese Anordnung nicht erreicht
werden kann durch irgendeine legitime Folge von Ziigen,
ausgehend von Abbildung 1a, denn der Wiirfel hat die Ei-
genschaft, dass die ersten sieben Ecken beliebig rotiert wer-
den konnen, aber die Orientierung der letzten Ecke ist dann
fixiert [1].

Nehmen wir jedoch an, dass wir dem Wiirfel eine ge-
wisse Gewalt antun und eine Ecke wie in Abbildung 1c
verdrehen. Was fiir Farbengleichheitsmuster konnen aus
dieser Startposition konstruiert werden?

Es stellt sich heraus, dass selbst eine Startposition so
asymmetrisch und geradezu hasslich wie Abbildung 1c etli-
che sehr elegante Gleichheitsmuster ergibt, mit interessan-
ten und unerwarteten Vergleichen zwischen verschiedenen
Mustern. Meine Hoffnung ist, dass diese Ergebnisse nicht
nur unterhaltsam sind, sondern auch nutzlich, um uber
verschiedene Aspekte von Symmetrien drei-dimensionaler
Muster im Schulunterricht zu reden.

2 x 2 x 2 Wiirfel

Wir fangen mit dem 2 x 2 x 2 Wiirfel an, der nur aus Ecken
besteht; die Ecken aller grofieren Wiirfel folgen genau den
gleichen Regeln. Abbildung 1¢ kann arrangiert werden auf
71.36 ~ 4.10° verschiedene Weisen, genuigend klein, dass ein
Computerprogramm sie alle durchsuchen und auf Farben-
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Abbildung 1. Tafel (a) zeigt die Standardanordnung; Tafel (b) zeigt ein kompli-

zierteres Farbengleichheitsmuster, das daraus konstruiert werden kann. Tafel (c)

zeigt die verdrehte Konfiguration; die Frage ist dann, was fiir Gleichheitsmuster
daraus konstruiert werden konnen.
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gleichheit testen kann. Abbildung 2 prasentiert die 21 gefun-
denen Muster. Die Darstellung hier zeigt drei Flachen auf
der Vorderseite, dann wird der Wiirfel umgedreht und man
sieht die drei Flachen auf der Riickseite. Um die verschiede-
nen Muster und ihre Symmetrien wirklich zu erfassen, ist es
allerdings am besten, echte 3D Wiirfel zu konstruieren. Um
dies zu erleichtern, gibt es online Zusatzmaterial mit vorge-
druckten Vorlagen zum Ausschneiden und Zusammenkle-
ben in Wiirfelform: tinyurl.com/dmvm-2024-0013supp

Nr. 1 ist am einfachsten zu verstehen. Alle acht Stiicke
bleiben in ihren Originalpositionen und sechs behalten so-
gar ihre Orientierung. Die anderen zwei Stiicke, ndmlich
zwei Ecken gegeniiber, werden einmal gegen den Uhrzei-
gersinn gedreht (gemessen relativ zu der Standardanord-
nung in Abbildung 1a statt der tatsachlichen Startpositi-
on in Abbildung 1c). Dieses Muster hat dann eindeutig ei-
ne bevorzugte Achse entlang dieser gegeniiberliegenden
Ecken, hier genommen als Rot/Gelb/Blau (R/G/B) und
Orange/Griin/Wei3 (O/G/W). Entlang der bevorzugten
Achse gibt es diese recht hiibsche drei-faltige Symmetrie,
aber von anderen Achsen aus betrachtet gilt diese Sym-
metrie nicht. (Wir hatten natiirlich auch andere Paare von
Ecken gegentiber als Vorzugsachse nehmen kénnen; genau
genommen gibt es also vier Muster von diesem Typ, aber sie
sind alle effektiv gleich.)

Bevor wir uns den Details der anderen Muster zuwen-
den, notieren wir ein paar Gemeinsamkeiten. Erstens, wir
sehen in Abbildung 2, dass alle 21 Muster die gleichen
R/G/B vorderen und O/G/W hinteren Eckstiicke haben wie
Nr. 1 — sogar mit der gleichen Orientierung. Entlang dieser
spezifischen Achse gilt auch dieselbe drei-faltige Symme-
trie wie zuvor. Fir 19 der 21 Falle ist dies wiederum eine
bevorzugte Achse und entlang der anderen Achsen ist diese
Symmetrie verloren. Die anderen zwei Fille, weiter unten
ausfiihrlicher besprochen, haben entlang jeder Achse eine
drei-faltige Symmetrie.

Die ersten 18 Muster teilen sich eine weitere Symmetrie.
Insbesondere wenn wir zuriickgehen zu der Standardan-
ordnung in Abbildung 1a, bemerken wir, dass dort, wo die
Vorderseite Rot ist, die Riickseite Orange ist; dhnlich passen
Gelb und Griin zusammen und schlieilich Blau und Weif3.
Das heifit, wenn wir die Farben entsprechend der Regeln

Rot <<= Orange,
Gelb <= Grun, (1)
Blau <= Weif,

wechseln, sind vorn und hinten einfach vertauscht. Wir kon-
nen ein Farbenpaar nach dem anderen tiberpriifen, dass die
ersten 18 Muster dieses Verhiltnis auch erfiillen.

Die Muster Nr. 19—21 tun dies jedoch nicht. Fur diese
drei Muster findet man einige Farbflecken, wo vorn und hin-
ten nicht in dieser Beziehung stehen. Das heifit, diese drei
sind auch Farbengleichheitsmuster, aber die Art und Weise,
wie die sechs gleichen Farben auf einem Wirfel zusammen-
passen, ist anders als bei den ersten 18 Mustern. Dies wird
auch sehr deutlich, wenn man die tatsachlichen Wiirfel be-
trachtet. Bei den ersten 18 gewohnt man sich schnell daran,
wie man sie umdrehen muss, um z. B. Rot mit Orange zu

vergleichen, aber diese Art des Umdrehens gilt nicht mehr

fur die letzten drei. Bei den letzten drei Wiirfeln muss man

etwas anders drehen, um zu erkennen, dass Rot, Orange
usw. alle gleich verteilt sind.

Alle 21 Muster haben auch eine Handigkeit. Beispiels-
weise werden fir Nr. 1 die Eckstiicke R/G/B und O/G/W ge-
gen den Uhrzeigersinn und nicht im Uhrzeigersinn gedreht.
Bei einigen anderen Mustern ist die Handigkeit manchmal
weniger offensichtlich, aber sie ist in jedem Fall vorhan-
den. Das heifst, alle 21 Muster unterscheiden sich von ihren
Spiegelbildern — diese sind die Gleichheitsmuster fir die
Startposition, in der eine Ecke gegen den Uhrzeigersinn
gedreht ist, nicht wie in Abbildung 1c im Uhrzeigersinn.

Es stellt sich heraus, dass es zu allen Muster noch mehr
zu sagen gibt:

1. Die Muster in der ersten Reihe von Abbildung 2, Nr. 1-3,
haben alle die Eigenschaft, dass die Farben vollstindig
getrennt sind, das heifit also, die Vorderseite enthélt nur
Rot, Gelb, Blau, und die Riickseite nur Orange, Grin,
Weif3.

2. Die Muster in der zweiten Reihe von Abbildung 2, Nr. 4—
6, haben fast die gegenteilige Eigenschaft. Mit Ausnahme
der R/G/B- und O/G/W-Ecken, die bei allen Mustern an
ihrem Platz bleiben, sind die restlichen Farben so verteilt,
dass Orange, Griin, Weif8 alle auf der Vorderseite und
Rot, Gelb, Blau alle auf der Riickseite sind.

3. Als Nachstes vergleichen wir Nr. 7 und 8. Sie sind fast
identisch, mit nur einem Diagonalpaar, das auf jeder
Flache ausgetauscht werden muss, um das andere Mus-
ter zu erhalten. Wo beispielsweise Nr. 7 auf der oberen
Flache der Vorderseite Rot-Orange als diagonales Paar
hat, hat Nr. 8 an denselben Stellen Orange-Rot. Wenn
auf allen sechs Flichen derselbe diagonale Austausch
durchgefiuhrt wird, gehen Nr. 7 und 8 ineinander iiber.
Wir vergleichen als Nachstes Nr. g und 10 sowie Nr. 11
und 12. Genau die gleiche Beziehung gilt auch fiir sie.

4. Der Vergleich zwischen Nr. 13 und 14 sowie der Paare
{15,16} und {17,18} bleibt Ihnen iiberlassen. Antworten
auf diese und weitere Fragen finden Sie im Zusatzmate-
rial.

5. Nr. 19 hat die amiisante Eigenschaft, dass die Vordersei-
te identisch ist mit der Vorderseite von Nr. 11, wahrend
die Riickseite identisch ist mit der Riickseite von Nr. 12.
Wir erinnern auch daran, dass, wie im Punkt 3 erwéhnt,
Nr. 11 und 12 bereits eng miteinander verbunden sind.
Es stellt sich jetzt die Frage: Was passiert, wenn man
die Vorderseite von Nr. 12 mit der Riickseite von Nr. 11
kombiniert? Sollte dies nicht auch ein Gleichheitsmuster
sein, da es keinen grundsatzlichen Unterschied zwischen
,vorn‘ und ,hinten’ gibt? Wo erscheint es dann in Abbil-
dung 2?

6. Nr. 20 und 21 haben eine weitere recht hiibsche Bezie-
hung. Ihre Vorderseiten sind identisch, aber ihre Riick-
seiten sind durch dieselben diagonalen Vertauschungen
wie im Punkt 3 miteinander verbunden. Aulerdem wei-
sen beide Muster eine klare vorn-hinten-Asymmetrie auf,
selbst wenn man sie einzeln und nicht als Paar betrach-
tet: Alle sechs Flachen haben zwei gleiche Farben, die
aber auf Vorder- und Riickseite auf entgegengesetzten
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Abbildung 2. Die 21 moglichen Eckmuster — die schwarzen Linien gruppieren sie, um Vergleiche zu vereinfachen.

Diagonalen liegen. Die Existenz dieses Paares wirft er-

neut die Frage auf: Sollte es nicht auch ein Paar geben,

bei dem die Riickseiten identisch sind und die Vorder-

seiten durch den diagonalen Austausch wie in Punkt 3

miteinander verbunden sind?
Wie schon erwéhnt, gibt es zwei Muster, bei denen die
(R/G/B-0O/G/W)-Achse nicht bevorzugt ist und die Muster
stattdessen entlang aller Achsen weitgehend gleich ausse-
hen. Diese beiden sind Nr. 11 und 20. Bei Nr. 11 bleibt jedes
Stiick in seiner urspringlichen Position und wird relativ
zur Standardanordnung einmal gegen den Uhrzeigersinn
gedreht. Bei Nr. 20 bleibt jedes Stiick auch an seiner ur-
sprunglichen Position, und jedes zweite behalt sogar seine
urspriingliche Orientierung. Die andere Hélfte wird jeweils
einmal im Uhrzeigersinn gedreht. Anhand dieser Konstruk-
tionen konnen wir erkennen, dass es in der Tat keine bevor-
zugten Achsen gibt. Zusitzlich wird dann die oben erwahn-
te vorn-hinten-Asymmetrie von Nr. 20 klar: Egal, welche
Achse gewdhlt wird, es wird immer eine Ecke gedreht und
eine nicht, was zu dem Unterschied zwischen Vorder- und
Riickseite fiihrt.

Es ist auch interessant, Vergleiche mit den Mustern fiir
den Original-Wiirfel [5] anzustellen. Zum Beispiel ist Nr. 1

eindeutig mit Abbildung 1a verwandt, indem einfach die
R/G/B-und O/G/W-Ecken in Abbildung 1a einmal gegen
den Uhrzeigersinn gedreht werden. Nr. 2 ist in gleicher Wei-
se mit Abbildung 1b verwandt. Die offensichtliche Frage ist
also: Welche anderen Muster passen auf diese Weise zusam-
men? Angesichts der beteiligten Zahlen, 12 Muster in [5]
gegeniiber 21 Mustern hier, kann es nicht ganz so einfach
sein wie eine Eins—zu—eins—Ubereinstimmung, aber welche
passen zusammen und welche nicht, und warum?

3 x 3 x 3 Wiirfel

Wie oben erwihnt, bleiben die Ecken aller grofSeren Wiirfel
wie in Abbildung 2. Es geht also ,nur’ darum, diese Eckmus-
ter mit den Zentren und Seitenteilen in 3 x 3 x 3 Wiirfeln
zusammenzufiigen. Die Zentren bilden ein starres Gitter;
es gibt also nur 24 Moglichkeiten, sie relativ zu einem der
Muster in Abbildung 2 zu orientieren. Es gibt dennoch hier
schon einige interessante Uberraschungen. Abbildung 3
zeigt drei mogliche Orientierungen der Zentren, zusammen
mit den Eckmustern Nr. 2, 11 und 19. Fur Nr. 2 ist die
Orientierung (a) die einzige Moglichkeit, die noch ein Far-



Abbildung 3. Die Buchstaben (a, b, c) bezeichnen die Orientierung der Zentren; es handelt

sich dabei um eine sequentielle Drehung um die bevorzugte Achse (R/G/B-0/G/W).

Die Zahlen (2, 11, 19) beziehen sich auf die Eckmuster aus Abbildung 2. Der Einfachheit
halber werden die Seitenteile an ihren urspriinglichen Positionen gelassen.

bengleichheitsmuster ergibt. Fiir Nr. 11 funktionieren alle
drei Orientierungen (a, b, ¢), wahrend fur Nr. 19 nur (a, ¢)
funktionieren. Welche Aspekte dieser Eckmuster verursa-
chen diese Unterschiede? Und was ist dann mit Nr. 12, die
sowohl Nr. 11 als auch Nr. 19 ziemlich ahnlich war? Aus-
fiuhrliche Erlauterungen gibt es wieder im Zusatzmaterial,
aber fiihlen Sie sich ermutigt, zunédchst eigene Losungen
auszuprobieren.

Fiir die Seitenteile wurden die verschiedenen Moglich-
keiten zuvor in [5] aufgefihrt, wo allerdings nur relativ ein-
fache Kombinationen prasentiert wurden. Die Beziehung (1)
- die in [5] gar nicht erwdhnt wurde — erweist sich fir die
Seitenteile auch als genauso wichtig wie fiir die Ecken. Das
Zusatzmaterial enthalt daher eine ausfithrliche Diskussion
aller Seitenteilmuster und klassifiziert sie danach, ob sie (1)
erfilllen oder nicht, und wie sich dies darauf auswirkt, mit
welchen Eckmustern sie kombiniert werden konnen.
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