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❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ RCA0 + WO(σ)

▲♦r❡♥③♦ ❈❛r❧✉❝❝✐1 ❝❛r❧✉❝❝✐❅❞✐✳✉♥✐r♦♠❛✶✳✐t✱ ▲❡♦♥❛r❞♦ ▼❛✐♥❛r❞✐
♠❛✐♥❛r❞✐✳✾✵❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘❛t❤❥❡♥2 ▼✳❘❛t❤❥❡♥❅❧❡❡❞s✳❛❝✳✉❦

1 ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘♦♠❡ ■✱ ❘♦♠❡✱ ■t❛❧②
2 ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲❡❡❞s✱ ▲❡❡❞s ▲❙✷ ✾❏❚✱ ❯❑

❆❜str❛❝t✳ ❲❡ ✜❧❧ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ s❤♦rt
❛♥❞ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② RCA0 +WO(σ)
✐s σω✱ ❢♦r ❛♥② ♦r❞✐♥❛❧ σ s❛t✐s❢②✐♥❣ ω · σ = σ ✭❡✳❣✳✱ ωω✱ ωω

ω

✱ ε0✮✳ ❚❤❡✲
♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ RCA0 + WO(σ) ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ Pr♦♦❢ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❘❡✈❡rs❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❧❧✲
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s s✉❜s②st❡♠s ♦❢
❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡❧❧✲♦r❞❡r✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ Pr♦♦❢ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❘❡✈❡rs❡ ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s ❛s ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦r ❛ t❤❡♦r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ WO(ωω) ♦r WO(ωωω

) ♦✈❡r
t❤❡ t❤❡♦r②RCA0 ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✺✱✼✱✾✱✸❪✮✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛s❦ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢✲
t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s RCA0 +WO(ωω)✱ RCA0 +WO(ωωω

) ❛♥❞✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ RCA0 +WO(α)✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ RCA0 ✐s
ωω✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s ✐s ♥♦t s♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s♦♠❡
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛r✐s❡s✳✸ ❊✈❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ωω ✐s ❛♥ ✉♣✲
♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ RCA0 ✐s s♦♠❡✇❤❛t ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥ t❤❛t
✐t ❤✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈❛❜❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ RCA0

r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦r❞✐♥❛❧✳ ❆ ♣r♦♣❡r
❞✐r❡❝t tr❡❛t♠❡♥t ❛♣♣♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ RCA0+WO(α) s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡st
♠❛t❝❤ ✐s ❙♦♠♠❡r✬s ❬✶✼❪ ♠♦❞❡❧✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤
tr❛♥s✜♥✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛✲❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛❧s str✐❝t❧②
❜❡❧♦✇ ε0✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ σ ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ s❛t✐s❢②✐♥❣ ω · σ = σ✱ t❤❡ ♣r♦♦❢✲
t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② RCA0 +WO(σ) ✐s σω✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t σs
❛r❡ ωω✱ ωωω

❡t❝✳ ❛♥❞ ε0✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧

✸ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛ Π1

1 ✲✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❛♠s❡②✬s ❚❤❡♦r❡♠ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❆❞❥❛❝❡♥t
❘❛♠s❡② ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ WO(ε0) ♦✈❡r RCA0✱ ❬✹❪ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❢❛❧s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♦✈❡rRCA0✱ ❜❡t✇❡❡♥WO(ε0) ❛♥❞ t❤❡Π1

1 ✲s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ACA0✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❬✺❪ ❛✈♦✐❞s t❤✐s ♣✐t❢❛❧❧ ❜✉t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
r❡s✉❧t✳



♦❢ ACA0 + WO(ε0) ✐s t❤❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ε1✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❣❧❡❛♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢✲
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ tr❛♥s✜♥✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r P❡❛♥♦ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✭t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦♦❢ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ ❬✽❪✮✳
❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❛rt ♦❢ RCA0 +WO(σ) ✐s t❤❡ t❤❡♦r②
IΣ1 ♣❧✉s t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ tr❛♥s✜♥✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ σ r❡str✐❝t❡❞ t♦ Π1 ❢♦r♠✉❧❛s✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② TI(σ,Π1)✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡♦r②
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✉♥❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧ U ❛♥❞ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❤❡✲
♦r✐❡s ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ Π1

1 ✲st❛t❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❛ Π1
1 ✲s❡♥t❡♥❝❡ ∀XF (X) ✇✐t❤ F (X)

❜❡✐♥❣ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ F (U) ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥t❡①t ♦❢ TI(σ,Π1)✳
❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✜① ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ σ s✉❝❤ t❤❛t ω · σ = σ✳ ❚❤❡
♦r❞✐♥❛❧ σ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♦r❞✐♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ⊳ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧s s♠❛❧❧❡r t❤❛t σ
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧s✳

✷ ❖r❞✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ IΣ1 + TI(σ,Π1)

❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ Tσ := IΣ1 + TI(σ,Π1) ✐s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ Pr✐♠✐t✐✈❡ ❘❡❝✉rs✐✈❡
❆r✐t❤♠❡t✐❝✱ PRA ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✉♥❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧ U✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ 〈 · , · 〉 ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡s
( · )0 ✱ ( · )1✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ σ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ s②♠❜♦❧ ⊳ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✳
❇♦✉♥❞❡❞ q✉❛♥t✐✜❡rs ∀x ≤ t ❛♥❞ ∃x ≤ t ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s q✉❛♥t✐✜❡rs ✐♥ t❤❡✐r
♦✇♥ r✐❣❤t✳ ❋♦r♠✉❧❛s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞❡❞ q✉❛♥t✐✜❡rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ∆0✲❢♦r♠✉❧❛s✳
❋♦r ♦✉r ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣✉r♣♦s❡s✱ Tσ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡ s✐❞❡❞ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✹❪✮ ✭t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
❚❛✐t✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✶✽❪✮✳ Tσ ❤❛s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛①✐♦♠s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❆ ♥♦t❡✇♦rt❤② ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t tr❛♥s✜♥✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥
σ ❢♦r Π1✲❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛ t❤❡ r✉❧❡

Θ, ∃z ((z)0 ⊳ a ∧ ¬F ((z)1, (z)0)), ∀xF (x, a)

Θ, F (t, s)
✭✶✮

✇❤❡r❡ a ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡✱ F (b, a) ✐s ∆0✱ t, s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② t❡r♠s✱ ❛♥❞ Θ ✐s ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳
❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ Σ1✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ✐t
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ TI(σ,Π1)✱ s✐♥❝❡ IΠ1 ❡♥t❛✐❧s IΣ1✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛rt✐❛❧ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡✱ |A|✱ ♦❢ ❛
❢♦r♠✉❧❛ A ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ |A| = |¬A| = 0 ✐❢ A ✐s ∆0✳

■❢ A ✐s ♥♦t ∆0 ❛♥❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠s ❜❡❧♦✇✱ t❤❡♥✿

✕ |A0 ∧A1| = |A0 ∨A1| = max(|A0|, |A1|) + 1❀
✕ |∀xF (x)| = |∃xF (x)| = |F (0)|+ 1❀
✕ |∀x ≤ t F (x)| = |∃x ≤ t F (x)| = |F (0)|+ 2✳



❆s t❤❡ r✉❧❡ ✭✶✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ∆0✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❛①✐♦♠s ❛r❡
∆0 ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❝✉ts ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ Tσ

m

k
Γ t♦ ❝♦♥✈❡② t❤❛t Γ ✐s ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥ Tσ ❜② ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤

❛t ♠♦st m s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❝✉ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ✇✐t❤ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛s
♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡ < k✳ ❚❤✉s Tσ

m

1
Γ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❝✉t

❢♦r♠✉❧❛s ✭✐❢ ❛♥②✮ ❛r❡ ∆0✲❢♦r♠✉❧❛s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ Tσ
n

r+1
Γ ⇒ ∃mTσ

m

1
Γ

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●❡♥t③❡♥✬s ❍❛✉♣ts❛t③✳

✷✳✶ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ Tσ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② s②st❡♠

◆❡①t ✇❡ ❡♠❜❡❞ Tσ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② s②st❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ PAω✱ ✇✐t❤ ω✲r✉❧❡ ✭❜❛s✐❝❛❧❧②
t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s②st❡♠ Z∞ ✐♥ ❬✶✹❪❀ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ PAω ✐♥ ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ●❡♥t③❡♥
❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵❪✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ PAω ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s
♦❢ Tσ✱ ✐✳❡✳ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤♦✉t ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛ss✐❣♥ ❛ r❛♥❦✱ |A|∆0

t♦ ❛
❢♦r♠✉❧❛ A ♦❢ PAω ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✭✐✮ |A|∆0
= 0 ✐❢ A ✐s ❛t♦♠✐❝ ♦r ❛ ♥❡❣❛t❡❞ ❛t♦♠✳

✭✐✐✮ |A0 ∧A1|∆0
= |A0 ∨A1|∆0

= max(|A0|∆0
, |A1|∆0

) + 1✳
✭✐✐✐✮ |∃x ≤ t F (x)|∆0

= |∀x ≤ t F (x)|∆0
= |F (0)|∆0

+ 1✳
✭✐✈✮ |∃xF (x)|∆0

= |∀xF (x)|∆0
= max(ω, |F (0)|∆0

+ 1)✳

◆♦t❡ t❤❛t |A|∆0
< ω ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ A ✐s ∆0✱ ❛♥❞ |∃xF (x)|∆0

= |∀xF (x)|∆0
= ω

✇❤❡♥ F (0) ✐s ∆0✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n ✇❡ ✉s❡ n̄ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ nt❤ ♥✉♠❡r❛❧✱ t❤❛t
✐s t❤❡ t❡r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠ 0̄ ❢♦r ③❡r♦ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧ n✲t✐♠❡s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡ t❡r♠s ♦❢ PAω ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❛ t❡r♠ t ❧❡t tN ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n s✉❝❤ t❤❛t t ❡✈❛❧✉❛t❡s
t♦ n ✭✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② r❡❢❡r t♦ tN ❜② t✮✳
❚❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ PAω ❛r❡ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
♦❢ PAω✳

✭✐✮ ▲❡t R(t1, . . . , tr) ❜❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤❡r❡ R ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ❢♦r ❛
♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ RN✳ ■❢ RN(tN1 , . . . , t

N
r ) ✐s tr✉❡✱ t❤❡♥

Γ,R(t1, . . . , tr)

✐s ❛♥ ❛①✐♦♠✳ ■❢ RN(tN1 , . . . , t
N
r ) ✐s ❢❛❧s❡✱ t❤❡♥

Γ,¬R(t1, . . . , tr)

✐s ❛♥ ❛①✐♦♠✳
✭✐✐✮ ■❢ sN = tN ❤♦❧❞s ❢♦r t❡r♠s s ❛♥❞ t✱ t❤❡♥

Γ,U(s),¬U(t)

✐s ❛♥ ❛①✐♦♠✳



❚❤❡ ω✲r✉❧❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿ ■❢ Γ, F (n̄) ✐s ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ n✱ t❤❡♥ Γ, ∀xF (x)
✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ Tσ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ PAω
α

β
Γ t♦ ❝♦♥✈❡② t❤❛t

Γ ✐s ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥ PAω ❜② ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡✐❣❤t ❛t ♠♦st β s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❝✉ts
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ✇✐t❤ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ | · |∆0

✲r❛♥❦ < α✳

▲❡♠♠❛ ✶ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ ▲❡♠♠❛✮✳ ■❢ |B|∆0
= ω✱ PAω

α

ω Γ,B ❛♥❞ PAω
β

ω Γ,¬B ✱
t❤❡♥

PAω
α#β

ω Γ

✇❤❡r❡ α#β ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦r ❍❡ss❡♥❜❡r❣ s✉♠ ♦❢ α ❛♥❞ β✳

Pr♦♦❢✳ ❙t❛♥❞❛r❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ■❢ Tσ
m

1
Γ ✱ t❤❡♥ PAω

σm

ω Γ ∗ ✱ ✇❤❡r❡

Γ ∗ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s t♦ ❛❧❧ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Γ ✭t❤❡ s❛♠❡
t❡r♠ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ m✳ ❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✭✶✮✳ ❙♦ ❧❡t Γ = Θ,F (t, s) ❛♥❞ ❛s✲
s✉♠❡Tσ

m0

1
Λ ✇✐t❤m0 < m ❛♥❞ Λ = Θ, ∃z ((z)0⊳a∧¬F ((z)1, (z)0)), ∀x F (x, a)✳

▲❡t ✯ ❜❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s q t❤❛t

PAω
σm0

ω Θ∗, ∃z ((z)0 ⊳ q ∧ ¬F ∗((z)1, (z)0)), ∀xF
∗(x, q). ✭✷✮

❲❡ ✉s❡ tr❛♥s✜♥✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ α ❢♦r α ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ⊳ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✿

PAω

σm0 ·ω·(α+1)

ω Θ∗, ∀xF ∗(x, ᾱ) ✭✸✮

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

PAω

σm0 ·(ω·(η+1))

ω Θ∗, F ∗(s′, η̄)

❢♦r ❡✈❡r② η ⊳ α ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ s′✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

PAω

σm0 ·(ω·α)+1

ω Θ∗, η̄ ⊳ ᾱ→ F ∗(s′, η̄)

✈✐❛ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ (∨)✳ ■❢ r ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ s✉❝❤ t❤❛t rN ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛❧❧ η
♣r❡❝❡❞✐♥❣ α✱ t❤❡♥ ¬r ⊳ ᾱ ✐s ❛♥ ❛①✐♦♠✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✈✐❛ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ (∨)✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡

❛t PAω
1

0
Θ∗, r ⊳ ᾱ→ F ∗(s′, r) ✳ ❚❤✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

PAω

σm0 ·(ω·α)+1

ω Θ∗, (k̄)0 ⊳ ᾱ→ F ∗((k̄)1, (k̄)0)

❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ k✱ s♦ t❤❛t✱ ✈✐❛ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ω✲r✉❧❡✱ ✇❡ ❣❡t✿

PAω

σm0 ·(ω·α)+2

ω Θ∗, ∀z ((z)0 ⊳ ᾱ→ F ∗((z)1, (z)0)). ✭✹✮



❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ▲❡♠♠❛ ✶ t♦ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ②✐❡❧❞s✿

PAω

σm0#(σm0 ·(ω·α))+2

ω Θ∗, ∀xF ∗(x, ᾱ). ✭✺✮

❋r♦♠ ✭✺✮ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t✿

PAω

σm0 ·(ω·(α+1))

ω Θ∗, ∀xF ∗(x, ᾱ) ,

❝♦♥✜r♠✐♥❣ ✭✸✮✳
■❢ ❛ t❡r♠ q ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t qN ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ⊳ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧②
✐♥❢❡r ❢r♦♠ ✭✷✮ t❤❛t

PAω
σm0

ω Θ∗, ∀xF ∗(x, q). ✭✻✮

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ∃z ((z)0 ⊳ q ∧ ¬F ∗((z)1, (z)0)) ✜❣✉r❡s
❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ts ♠✐♥♦r ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ (p)0 ⊳ q ∧ ¬F ∗((p)1, (p)0)✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❛
❢❛❧s❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❡r❛s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧
♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
✭✸✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ♥♦✇ ②✐❡❧❞

PAω
σm

ω Θ∗, F ∗(t, s)

❢♦r ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠s t ❛♥❞ s✱ s✐♥❝❡ ω · (α+ 1)⊳ σ ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ω · σ = σ✳

✷✳✷ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❝✉ts ✇✐t❤ ∆0✲❢♦r♠✉❧❛s

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❝✉ts ✇✐t❤ ∆0✲❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛t♦♠✐❝✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡t 0 < n < ω ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ PAω
α

n+1
Γ ✳ ❚❤❡♥ PAω

ω·α

n Γ ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ α✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ✐♥❢❡r❡♥❝❡
✇❛s ❛ ❝✉t ♦❢ r❛♥❦ n ✇✐t❤ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛s A,¬A✳ ◆♦t❡ t❤❛t A ✐s ♥♦t ❛♥ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ PAω

α0

n+1
Γ,A ❛♥❞ PAω

α0

n+1
Γ,¬A ❢♦r s♦♠❡ α0 < α✳

❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢✉r♥✐s❤❡s ✉s ✇✐t❤

PAω
ω·α0

n Γ,A ❛♥❞ PAω
ω·α0

n Γ,¬A . ✭✼✮

▲❡t A ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∃x ≤ t F (x)✳ ❚❤❡♥ ¬A ✐s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ∀x ≤ t¬F (x)✳ ❋r♦♠
✭✼✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

PAω
ω·α0

n Γ, F (0̄), . . . , F (p̄) ❛♥❞ PAω
ω·α0

n Γ,¬F (k̄) ✭✽✮

❢♦r ❛❧❧ k ≤ p✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✳ ❆s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s F (k̄),¬F (k̄)

❤❛✈❡ r❛♥❦< n✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② p+1✲♠❛♥② ❝✉ts t♦ ✭✽✮ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛tPAω
ω·α0+p+1

n Γ ✳

❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ PAω
ω·α

n Γ ❛s ω · α0 + p + 1 < ω · α✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦r❦s
✇❤❡♥ A ✐s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❢♦r♠ A0 ∧A1 ♦r A0 ∨A1✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ■❢ PAω
α

ω Γ t❤❡♥ PAω
ωω

·α

1
Γ ✳



Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✉s❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ α✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ✐♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ❝✉t ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ A ♦❢ r❛♥❦ k > 0✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ PAω

α0

ω Γ,A ❛♥❞

PAω
α0

ω Γ,¬A ❢♦r s♦♠❡ α0 < α✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ②✐❡❧❞sPAω
ωω

·α0

1
Γ,A

❛♥❞ ❛♥❞ PAω
ωω

·α0

1
Γ,¬A ✳ ❍❡♥❝❡ PAω

ωω
·α0+1

k+1
Γ ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷ k t✐♠❡s

✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t PAω

ωk
·(ωω

·α0+1)

1
Γ ✳ ❆s ωk · (ωω · α0 + 1) = ωω · α0 + ωk ≤ ωω · α

✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ PAω
ωω

·α

1
Γ ❛s ❞❡s✐r❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t σ ≥ ωω s✐♥❝❡ ω · σ = σ✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ ▲❡t m > 0✳ ■❢ PAω
σm

ω Γ t❤❡♥ PAω
σm+1

1
Γ ✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ②✐❡❧❞s PAω
ωω

·σm

1
Γ ✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛s

ωω · σm ≤ σ · σm = σm+1✳

✸ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✇❡❧❧✲♦r❞❡r✐♥❣s ♦❢ Tσ

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❛♥❦
♦❢ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✇❡❧❧✲♦r❞❡r✐♥❣s ♦❢ Tσ✳ ▲❡t ≺ ❜❡ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ≺ ✐s
s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✇❡❧❧✲♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ Tσ ✐❢ Tσ ♣r♦✈❡s t❤❛t ≺ ✐s ❛ t♦t❛❧ ❧✐♥❡❛r
♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞

Tσ ⊢ WO(≺)

✇❤❡r❡ WO(≺) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

∀v[∀u ≺ vU(u) → U(v)] → ∀vU(v).

❆ss✉♠✐♥❣ Tσ ⊢ WO(≺)✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❛♥❞ ❈♦r♦❧✲
❧❛r② ✷ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

PAω
σm

1
∀v[∀u ≺ vU(u) → U(v)] → ∀vU(v) ✭✾✮

❢♦r s♦♠❡ m > 0✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
♦r❞❡r✲t②♣❡ ♦❢ ≺ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❝✉t ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ WO(≺) ✭s❡❡ ❡✳❣✳
❬✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✸✳✶❪✱ ❬✶✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻❪✱ ❬✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✼❪✮ ✇❤✐❝❤ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❣♦
❜❛❝❦ t♦ ●❡♥t③❡♥✳ ❙❝❤ütt❡ ❬✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✸✳✶❪ ♦❜t❛✐♥s ♣❛rt✐❝✉❧❛r② s❤❛r♣ ❜♦✉♥❞s✳
❍❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ α ♦❢ ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✜♥✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣
❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ≺ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❛♥❦ ♦❢ ≺ ✐❢ ω ·α = α✳ ❋♦r
♦✉r ♣✉r♣♦s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s t❤❛t st✐❧❧ ❤❛✈❡
❝✉ts ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛s U(s),¬U(s)✳✹ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡s❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝✉ts✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 2σ

m

✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r ♦✉r
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t σω ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ Tσ✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤✐s ♦❜st❛❝❧❡ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞r❛✇ ♦♥ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❛✉t❤♦r ❤❛s ✉s❡❞ ❢♦r

✹ ❚❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❝✉ts ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛s R(t1, . . . , tk),¬R(t1, . . . , tk)✱ ✇❤❡r❡ R ✐s
❛ s②♠❜♦❧ ❢♦r ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❇✉t t❤❡s❡ ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ❤❛r♠❧❡ss✳



♠❛♥② ②❡❛rs✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ❡①t❡♥❞ PAω ❜② ②❡t ❛♥♦t❤❡r ✐♥✜♥✐t❛r② r✉❧❡ Prog
≺

❞✉❡ t♦ ❙❝❤ütt❡ ❬✶✶✱ ♣✳ ✸✽✹❪ ❝❛❧❧❡❞ Pr♦❣r❡ss✐♦♥sr❡❣❡❧ ✭Prog
≺
✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✷✱

♣✳ ✷✶✹❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✹❪✮✿

Γ,U(m̄) ❢♦r ❛❧❧ m ≺ n

Γ,U(s)
✭✶✵✮

✇❤❡♥❡✈❡r s ❛ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ n✳
▲❡t PROG≺ ❜❡ ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ∀v[∀u ≺ vU(u) → U(v)]✳ ❚❤❡ r✉❧❡ Prog

≺
❤❛s

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ PROG≺ ♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r ❜② PA
∗

∞
t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ PAω ❜② t❤❡ r✉❧❡ Prog
≺
✳

▲❡♠♠❛ ✸✳

PA
∗

∞

α

1
¬PROG≺, Γ ⇒ PA

∗

∞

3·α

1
Γ . ✭✶✶✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ α✳ ■❢ ¬PROG≺ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛
♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ✐ts ♣r❡♠✐ss❡s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✲
❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ¬PROG≺ ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳
❚❤❡♥

PA
∗

∞

α0

1
¬PROG≺, ∀u ≺ sU(u) ∧ ¬U(s), Γ ✭✶✷✮

❢♦r s♦♠❡ α0 ⊳ α✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ②✐❡❧❞s

PA
∗

∞

3·α0

1
∀u ≺ sU(u) ∧ ¬U(s), Γ . ✭✶✸✮

❢♦r s♦♠❡ s✳ ❯s✐♥❣ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r (∧)✱ (∀) ❛♥❞ (∨) ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

PA
∗

∞

3·α0

1
Γ, ¬ n̄ ≺ s, U(n̄) ✭✶✹✮

❢♦r ❛❧❧ n✱ ❛♥❞

PA
∗

∞

3·α0

1
¬U(s), Γ . ✭✶✺✮

❙✐♥❝❡ PA
∗

∞

0

0
Γ, n̄ ≺ s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ n ✇✐t❤ n ≺ sN✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❝✉ts ❛♥❞ t❤❡

r✉❧❡ Prog
≺

t♦ ✭✶✹✮ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t

PA
∗

∞

3·α0+2

1
Γ, U(s). ✭✶✻✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ❈✉t t♦ ✭✶✻✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮ ②✐❡❧❞s

PA
∗

∞

3·α0+3

1
Γ ✭✶✼✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡

PA
∗

∞

3·α

1
Γ. ✭✶✽✮



❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳

PA
∗

∞

σm

1
U(n̄)

❢♦r ❛❧❧ n✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✾✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t m > 0✳

❋♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡r♠ s ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② |s|≺ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ {|n̄|≺ | n̄ ≺ s ✐s tr✉❡}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t ¬U(t1), . . . ,¬U(tr),U(s1), . . . ,U(sq) ✐s
♥♦t ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ s1 � . . . � sq ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥

PA
∗

∞

α

1
¬U(t1), . . . ,¬U(tr),U(s1), . . . ,U(sq)

✐♠♣❧✐❡s

|s1|≺ < ω · α. ✭✶✾✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ¬U(t ) ❜❡ ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ¬U(t1), . . . ,¬U(tr)✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡
❛❧❧♦✇ r = 0 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ¬U(t ) ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥t✳
❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ α✳ ❆s t❤❡ s❡q✉❡♥t ✐s ♥♦t ❛♥ ❛①✐♦♠ ✐t ♠✉st ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ Prog

≺
♦r ❝✉ts ✇✐t❤

❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❈❛s❡ ✶✿ ❚❤❡ ❧❛st ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s Prog
≺
✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠ sj ❛♥❞ α0 ⊳α s✉❝❤

t❤❛t PA∗

∞

α0

1
¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq),U(n̄) ❢♦r ❛❧❧ n̄ ≺ sj ✳ ❆s s1 � sj t❤✐s ❛❧s♦

❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ n̄ ≺ s1✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ②✐❡❧❞s t❤❛t

|n̄|≺ < ω · α0

❤♦❧❞s ❢♦r t❤♦s❡ n̄ ≺ s1 ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t ✐s ♥♦t ❛♥ ❛①✐♦♠✳ ❙✐♥❝❡ ❜② ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✶ ✭✐✐✮

¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq),U(n̄) ✭✷✵✮

✐s ❛♥ ❛①✐♦♠ ♦♥❧② ✐❢ n̄ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s s♦♠❡ t1, . . . , tr✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② n ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✭✷✵✮ ✐s ❛♥ ❛①✐♦♠✳ ❚❤✉s |s1|≺ < ω · α0 + ω✱ ✇❤❡♥❝❡
|s1|≺ < ω · α✳

❈❛s❡ ✷✿ ❚❤❡ ❧❛st ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ❛ ❝✉t ✇✐t❤ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛s U(p),¬U(p)✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❤❛✈❡

PA
∗

∞

α0

1
¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq),U(p) ✭✷✶✮

PA
∗

∞

α0

1
¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq),¬U(p) ✭✷✷✮

❢♦r s♦♠❡ α0 < α ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ p✳ ■❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❢r♦♠ ✭✷✷✮ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛①✐♦♠✱
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❛t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s |s1|≺ < ω · α0✳ ■❢ ✐t
✐s ❛♥ ❛①✐♦♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ sj s✉❝❤ t❤❛t p ❛♥❞ sj ❡✈❛❧✉❛t❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❡r❛❧✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s1 � p✳ ❙♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✭✷✶✮ ②✐❡❧❞s
|s1|≺ < ω · α0✳



❈❛s❡ ✸✿ ❚❤❡ ❧❛st ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ❛ ❝✉t ✇✐t❤ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛sR(u1, . . . , up),¬R(u1, . . . , up)
❢♦r ❛ s②♠❜♦❧ R ❢♦r ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

PA
∗

∞

α0

1
¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq), R(u1, . . . , up) ✭✷✸✮

PA
∗

∞

α0

1
¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq),¬R(u1, . . . , up) ✭✷✹✮

❢♦r s♦♠❡ α0 < α✳ ■❢ R(u1, . . . , up) ✐s tr✉❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✹✮ t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

PA
∗

∞

α0

1
¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq)

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ②✐❡❧❞s |s1|≺ < ω · α0✳
▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐❢ R(u1, . . . , up) ✐s ❢❛❧s❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✸✮ t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

PA
∗

∞

α0

1
¬U(t ),U(s1), . . . ,U(sq)

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ②✐❡❧❞s |s1|≺ < ω · α0✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳ ✭✐✮

PA
∗

∞

α

1
U(s) ⇒ |s|≺ < ω · α.

✭✐✐✮

PAω
β

1
WO(≺) ⇒ | ≺ | ≤ ω · 3 · β

✇❤❡r❡ | ≺ | st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❛♥❦ ♦❢ ≺✳

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳
✭✐✐✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✐✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳

■♥ s✉♠✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❛♥❦ ♦❢ ≺ ✐s ♥♦t ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ σm✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
σω ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ Tσ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ✈✐❛ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❆✳ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱
♥♦t❛❜❧② ❤✐s ❬✶✱ ✺✳✷✳✺ ❇♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠❪ t❤❛t ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❬✷❪✳
❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ n✱
t❤❛t Tσ ⊢ WO(σn)✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❢♦❧❦❧♦r❡ r❡s✉❧t❀ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛
✹✳✸❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❛t❤❡r❡❞ s♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ IΣ1 +TI(σ,Π1) ✐s σω✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ tr❛♥s❢❡r t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ♦✉r t❛r❣❡t t❤❡♦r② RCA0 +WO(σ)✳

✹ Π1

1
✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t②

❲❡ ❤❡r❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t RCA0+WO(σ) ✐s Π1
1 ✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♦✈❡r Tσ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

❛ Π1
1 ✲s❡♥t❡♥❝❡ ∀XF (X) ✭✇✐t❤ F (X) ❜❡✐♥❣ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✮ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ F (U)

✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥t❡①t ♦❢ TI(σ,Π1)✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r r❡s✉❧ts ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ RCA0 +WO(σ) ✐s σω✳



❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ IΣ1 +TI(σ,Π1) ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢RCA0 +WO(σ)✳
❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙✐♠♣s♦♥ ❬✶✻❪✱ ■❳✳✶✳ ❇② ✇r✐t✐♥❣ t❤❛t M1

✐s ❛♥ ω✲s✉❜♠♦❞❡❧ ♦❢ M2 ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t M1 = (M1,S1) ❛♥❞ M2 = (M1,S2) ✇❤❡r❡
S1 ⊆ S2✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✜rst ♦r❞❡r ♣❛rt M1✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥ L2✲str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ IΣ1 +TI(σ,Π1)✳
❚❤❡♥ M ✐s ❛♥ ω✲s✉❜♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ RCA0 +WO(σ)✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t M ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ M′ s❛t✐s❢②✐♥❣ RCA0

❛♥❞ TI(σ,∆0
0) ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞♦♠❛✐♥ ❛s M✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤

❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s WO(σ)✳
❚❤❡ ω✲❡①t❡♥s✐♦♥ M✬ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ✐♥ ❙✐♠♣s♦♥ ❬✶✻❪ ▲❡♠♠❛ ■❳✳✶✳✽✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣❛rt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ∆0

1✲❞❡✜♥❛❜❧❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ M✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ■❳✳✶✳✽ ♦❢ ❬✶✻❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M′ s❛t✐s✜❡s RCA0✳
❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t TI(σ,∆0

0) ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✐♠
✐♥ ❙✐♠♣s♦♥✬s ▲❡♠♠❛ ■❳✳✶✳✽✳ ▲❡t ϕ ❜❡ ❛ Σ0

0 ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ ♥♦ ❢r❡❡ s❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ M ′✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ Π0

1 ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕΠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❧② ✐♥ M s✉❝❤ t❤❛t ϕ ❛♥❞ ϕΠ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦✈❡r M ′✳
❚❤✉s✱ TI(σ,Π0

1 ) ✐♥ M ✐♠♣❧✐❡s TI(σ,∆0
0) ✐♥ M

′✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t M ′ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s WO(σ)✳ ■❢ t❤✐s ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❧❡tt✐♥❣
S ❜❡ ❛ s❡t ✇✐t♥❡ss✐♥❣ ¬WO(σ)✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t S̄✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ S✱
✇✐t♥❡ss❡s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ TI(σ,∆0

0)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
S ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ⊳✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡♥ ∃x(x ∈ S)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ S̄ ✐s ✐♥ M ′ ✭s✐♥❝❡ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ RCA0 ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❚✉r✐♥❣ r❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②
❤❡♥❝❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✮ ❛♥❞ ∀x(∀y(y⊳ x→ y ∈ S̄) → x ∈ S̄)✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐♥ ❢❛❝t
t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ x✱ ∀y(y ⊳ x → y ∈ S̄) ❜✉t x ∈ S✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ y ⊳ x ❛r❡ ♥♦t ✐♥ S ❜✉t
x ✐s ✐♥ S ❛♥❞ t❤✉s x ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ S✱ ❝♦♥tr❛ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ⊓⊔

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ RCA0 +WO(σ) ♣r♦✈❡s
∀XF (X) ✇✐t❤ F (X) ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ t❤❡♥ Tσ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ F ′(U) ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ F (X) ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❵t ∈ X✬ ❜② ❵U(t)✬✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ▲❡♠♠❛ ✹ ❣✐✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
Π1

1 ✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ■❢ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛r✐t❤✲
♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ T1 ✐s ❛♥ ω✲s✉❜♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T2 t❤❡♥ T2 ✐s
Π1

1 ✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♦✈❡r T1✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ ψ ✐s Π1
1 ❛♥❞ T1 ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈❡ ψ✱ ❧❡t M1 ❜❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T1 +¬ψ✳ ❚❤❡♥

M1 ✐s ❛♥ ω✲s✉❜♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ M2 ♦❢ T2✳ ❚❤❡♥ M2 ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T2 +¬ψ ❛♥❞
t❤✉s T2 ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈❡ ψ✳ ⊓⊔

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ RCA0 +WO(σ) ✐s Π1
1 ✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♦✈❡r IΣ1 +TI(σ,Π1)✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✺✳



❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♦r❞✐♥❛❧ ♦❢ RCA0 +WO(σ) ✐s σω✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤✳ ✸ ❛♥❞ ❚❤✳ ✹✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ n RCA0 + WO(σ) ⊢ WO(σn)✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦♠✐t✱ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t RCA0 ⊢ WO(ωn)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ n✳

⊓⊔

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ❚❤❡ Π1
1 ✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♦❢ IΣ1 +TI(σ,Π1) ♦✈❡r RCA0 +WO(σ) ❛❧s♦

❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡
t❤❛t ✐❢ A(U) ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ Tσ t❤❡♥ ∀XA∗(X) ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ RCA0 +WO(σ)✱
✇❤❡r❡ A∗(X) ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✜rst r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❵U(t)✬ ❜② ❵t ∈ X✬ ❛♥❞ t❤❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♥❣
t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ RCA0 ❛s ✐♥ ❬✶✻❪✱ ❉❡❢✳ ■❳✳✸✳✹✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♣♣♦rt
♦❢ ❛ ❣r❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❏♦❤♥ ❚❡♠♣❧❡t♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✭✏❆ ♥❡✇ ❞❛✇♥ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠✿
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s✱✧ ■❉ ✻✵✽✹✷✮✳ ❚❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✢❡❝t t❤❡
✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❏♦❤♥ ❚❡♠♣❧❡t♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❆✳ ❇❡❝❦♠❛♥♥✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ ❋r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❇♦✉♥❞❡❞ ❆r✐t❤♠❡t✐❝✳ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡r✲
s✐tät ▼ü♥st❡r✱ ✶✾✾✻✳ ✾

✷✳ ❆✳ ❇❡❝❦♠❛♥♥✱ ❲✳ P♦❤❧❡rs✱ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝✉t✲❢r❡❡ ✐♥✜♥✐t❛r② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐③❡❞ r❡❝✉rs✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▲♦❣✐❝ ✾✹ ✭✶✾✾✺✮ ✼✕✶✾✳ ✾
✸✳ ▲✳ ❈❛r❧✉❝❝✐✱ P✳ ❉❡❤♦r♥♦②✱ ❆✳ ❲❡✐❡r♠❛♥♥✳ ❯♥♣r♦✈❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜r❛✐❞s✳

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✶✵✷✿✶ ✭✷✵✶✶✮ ✶✺✾✕✶✾✷✳ ✶
✹✳ ❍✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✳ ❆❞❥❛❝❡♥t ❘❛♠s❡② ❚❤❡♦r②✳ ❉r❛❢t✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✵✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥

❍❛r✈❡② ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ✇❡❜s✐t❡ ❤tt♣s✿✴✴✉✳♦s✉✳❡❞✉✴❢r✐❡❞♠❛♥✳✽✴✳ ✶
✺✳ ❍✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❋✳ P❡❧✉♣❡ss②✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❘❛♠s❡② t❤❡♦r❡♠ ✈❛r✐❛♥ts ✉s✐♥❣ ε0✳

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✶✹✹ ✭✷✵✶✻✮✱ ✽✺✸✕✽✻✵✳ ✶
✻✳ ❍✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❛♥❞ ❙✳ ❙❤❡❛r❞ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡s❝❡♥t r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r②✳ ❆♥♥❛❧s

♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▲♦❣✐❝ ✼✶ ✭✶✾✾✺✮ ✶✕✹✺✳ ✻
✼✳ ❑✳ ❍❛t③✐❦✐r✐❛❦♦✉✱ ❙✳ ●✳ ❙✐♠♣s♦♥✳ ❘❡✈❡rs❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❨♦✉♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❛♥❞ t❤❡

❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▲♦❣✐❝ ✽✷ ✭✷✵✶✼✮ ✺✼✻✕✺✽✾✳ ✶
✽✳ ●✳ ❑r❡✐s❡❧✱ ❆✳ ▲é✈②✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❯s❡ ❢♦r ❊st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠✲
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