
eprints@whiterose.ac.uk
https://eprints.whiterose.ac.uk

Universities of Leeds, Sheffield and York

Deposited via The University of Leeds.

White Rose Research Online URL for this paper:
https://eprints.whiterose.ac.uk/id/eprint/993/

Article:

Rucklidge, A.M. (2001) Global bifurcations in the Takens-Bogdanov normal form with D_4 
symmetry near the O(2) limit. Physics Letters A, 284 (2-3). pp. 99-111. ISSN: 0375-9601 

https://doi.org/10.1016/S0375-9601(01)00276-6

Reuse 

See Attached 

Takedown 

If you consider content in White Rose Research Online to be in breach of UK law, please notify us by 
emailing eprints@whiterose.ac.uk including the URL of the record and the reason for the withdrawal request. 

mailto:eprints@whiterose.ac.uk
https://eprints.whiterose.ac.uk/id/eprint/993/
https://eprints.whiterose.ac.uk/


   

 
 

White Rose Consortium ePrints Repository 
http://eprints.whiterose.ac.uk/ 

 
This is an author produced version of a paper published in Physics Letters A. 
This paper has been peer-reviewed but does not include final publisher proof-
corrections or journal pagination.  

 
 
White Rose Repository URL for this paper: 
http://eprints.whiterose.ac.uk/archive/00000993/ 
 

 
 
Citation for the published paper 
Rucklidge, A.M. (2001) Global bifurcations in the Takens-Bogdanov normal form 
with D_4 symmetry near the O(2) limit. Physics Letters A, 284 (2-3). pp. 99-111. 
 
Citation for this paper 
To refer to the repository paper, the following format may be used: 
 
Rucklidge, A.M. (2001) Global bifurcations in the Takens-Bogdanov normal form 
with D_4 symmetry near the O(2) limit. Author manuscript available at: 
http://eprints.whiterose.ac.uk/archive/00000993/ [Accessed: date].  

Published in final edited form as:  

Rucklidge, A.M. (2001) Global bifurcations in the Takens-Bogdanov normal form 
with D_4 symmetry near the O(2) limit. Physics Letters A, 284 (2-3). pp. 99-111  

 

 

White Rose Consortium ePrints Repository 
eprints@whiterose.ac.uk 

 



��������� �	 �����
� ��		�
� � 
����


�

������ ����	
�����
 �� ��� �����
���������

��	��� ��	� ���� �� 
�����	� ���	 ��� ����

�����

���� ��
��	
�� �

���������� 	
 ����
�� ��������

��

��
����
�� 	
 ������ ������ ��� ���� ��

������
�

��� �����	
� �
 ��� ������ 
��� �
 ��� ��������������� �	
��
��	�� �	�� ��

�������� 	� �������� �� � �����	����	���� ��� ���� ��� ���	�� �	
��
��	�� ���
���� ��� ���� 	��������� �	�	�� ������ ���� ��� �������	����	���� ��� ��� �����
����
� ��	� ����� �	���	!
��	�� ������ � "����	���	�� ���
�	��	�� �
 ��� �	
��
��	��
��"���
� ������� ��	
� ����	�	�� 	� �����
���� ������� 	����	��� ������
�� 

��� �	���� #$ %$&� %' �# (� %' $� &) %' $% &� %' *$&�
+��	�� �	
��
��	��� ��������� 
����� �������
����
�	�� 

� �������
�
��

��� ��������	����	� �����
���	� ������ �� ���� �����
�� ��	������ �	�����
�� 
	���
��	�  ���� ��� ���������!��� ����������� �������� 
	������  ��� �
�������!��� ���� ��������� "	��	��� �	�
�� �������
 #��� 	� 	���� �$�
� %��&℄( �	
�� ��#����� 
	������ ��� �������!��� �$�
� �	 �� �� ���	��� �����
�� �������

#���) �� ��� #��� ��  ���� ��� ������� ����������� ��	� � ����� 	� �	 �	��	� �	

	���
��	� �� � ������ �����
���	� *���
��	��+,  ��� ���	���� #���� ��� �	 
�������
 ��$�������� ��� ������� �����
���	� �� 	�
�����	�� *-	��+ %�℄( .� 
	�/
�������� ��	�������� ����� �� � 
	�������	�/� 	 ��������	����	� �����
���	��
��  ��
� ��� ���
��	�� ��� -	�� �����
���	�� 
	��
���(

��� �������� 	� ��� 
	������� ��  ��
� 
	���
��	� ����� ���
� ����� � ���
�	�� �� ����������� ��� ������
� ���� ��� ��������	����	� �����
���	�( 0���
��� ��������	� 	� � �����/�������	��� 1	 
	�#��� �	 �� ���� � �	2  ���
� ,���	�- . / 0�
��	��������� �
 ��

�������� �	
������ �
 �������� �������� �� ����� ����



�3���� 
�	��/��
��	�� ��1�
��	�� ��� 4
Æ �	����	� ���������� * ��
� ��������
��� ��	�� ��+ 	� ��� 
	������� ���� �	 � �	����/	���� �	���� �	�� ���� ���
��������	����	� �����
���	�)

5�6���7 � 8�7 ��� 7��� 8�7�	��7 
	 8	�7 �	� 8�7 �	 8	 8�
 *�+

5	6��	 7 � 8	 7 �	� 7�	� 8	 7���	 7 
� 8�	 7 ��� 8	 7 �� 8� 8	
 *
+

 ���� � ��� 	 ��������� ��� ��������� 	� ��� � 	 ���������� ������ �	���
	� 
	���
��	�� � � ( ( ( � � ��� 
	�������� ��� �	� ������ �	� ��$���������	�  ���
�����
� �	 ����� ��� � ��� � ��� ���	����� ���������� ���� ��� !��	 �� ���

	�������	�/� 	 �����
���	� �	��� %9℄( .� � ����
�� �2������ � ��� 	  	��� ��
��� ���������� 	� 	���	�	��� 
	���
��	� �	���  ��� ����� �2�� 	������� �� � 	
�	��!	���� ����
��	��( ��� � 	 ��1�
��	�� �� ��� �� ���� �������� ��� ��	��
�� �
� 	� ��� �	�� ���������� ��

�� ) *�
 	+� *��
 	+
 �� ) *�
 	+� *	
 �+� *:+

;	�� ���� ��� �	�� 	� ��� 	������� ��$�������� �3����	�� *<=>�+ *��
+ ��$���
��	� ���� �� %9℄ 	 ��� �	 � ��$����� 
�	�
� 	� �	���� �	�� ������	�����	���
��� ��� � 	 ��� �3��������(

����� �3����	�� ���� ���� ��	 � �	� ���� ������ ��� ��	�����  ��� �����
�������� ��� ���� �������( >���� ������
��  	�� %9℄ �������� ����	�� �� ��/
������� ���
� ��  ��
� ��� �3����	�� ���� 
��	��
 ���?�
�	����� �� ��� �	��
��
���  	�� 	� ��� ��2��	��� �����	� 	� ���� ��	���� %@℄( A ������� ����	��/
��	� �� ���� ����� 
��	��
 ���?�
�	���� ��� ���	
�����  ��� ��	��� �����
���	�� 	�
	�� ���� 	� ��	����( -	 ����� � �������� �������� 	� ��� ������
� ���� �����
��	��� �����
���	�� ��� �	 ��� �	� ���� 
������ 	�� *��	��� B������� %4℄ ��� ��/

����� ���� ��	����� 	� ��� ����	��
 ������
� 	� ���?�
�	���� ���� �	�	
����

�����
���	�� �� ��� �� 
���+(

.� 	���� �	 ����������  �� ��	����� ��� ���� ���� ��
�� �� �� ��
������ �	
���� ����1� �	 ��� ��
	��/	���� �	���� �	�� 	������� �� ������
���� �	 ���
��������� ������
� 	 6 
)

5� 6 ���7 � 8�7 ��� 7��� 8�� *�+

*��� ������
� � 6 
 �� �3��������� ��� � ������� �3����	� �� �	��� �� ���
��������� ������
�� � 6 �	(+ ��� ������	�� 	� ���� �3����	� ��  ��� �����/
��		� %
��
℄( ��� ������� ���
��	�� �����
���	� 	

���  ��� � 6 
 ��� ���
������� -	�� �����
���	� ��3����� � 6 
 ��� � � 
� ��� ����� ��� � ������� 	�
��
	����� �	
�� ��� ��	��� �����
���	��( �	 �� ���
�#
� ���� � �	 �� ��������
��� � �	������� �	 ��� ���
��	�� �� �����
����
�� ��� ��� -	�� �� ���
����
��(
.� ���� 
���� ��� ������	�� 	� ��� ������ �	� *�
 �+ 
�	�� �	 !��	 �� ����
���
�� #���� �*�+) �������������� ����� �	������� ��� ��	 � ��� ��� ��� ����� 	�
���
��	�� *��+� -	��� ������/�	�� ��� ��	��� *������+ �����
���	��( �����
�/
��	�� ��3���
�� ��	�� � 	 
��� �
�	�� ���� ������� ��� ��	 � �� #���� �*��
+(






A� ��� ������ �����
���	�� � 	 ������ ����	��
 	����� 
������ �� ��� -	�� ��/
���
���	� ��	� ��� � 	 �	�������� �3�������� 
	����� �� ��� 	����� �� � ��	���
�����
���	�� ��� ���� �	������ �	 �	�� � ������ ����	��
 	���� ���� ��
��
��� ���
����� �3��������(

κ

κ

(c)

Hopf pf

(a)

periodic orbit steady

pf

gluing

Hopf

steady

saddle-
node

κ

λ
Hopf

pfpf

saddle-nodegluing

Hopf

TB

periodic orbit

(b)

(b)

(c)

2	� 3 �����	��� �
 �%� �	�� � � # ��� � � # 43#℄ ��� 6�
���	�� �	������
�	�� ����� ������	�� 	� ��� ��� 7�� ����� 	���� ���
� �	
��
��	�� �	������ ����� ���
�����	����	���� ��
�	��� ������� �	��� 	� ���� ������� ��� �	� 
� ������ ����� �� �	�
���� �	�� �
 ��� ��������������� ���� ��	�� 8����� ������ �����	��� ��� ���	��	

���	�� ��� ����� �	�� ���	� �	���9 �������� �����	��� ��� ����� �� ������ �	��� :�
���
�� ��
�� �	
��
��	��� ��� ����� �� !���� 
	�
��� ��� ������ �	
��
��	��� �� ����

	�
��� 

��� ������
� 	� ��� ������ �����
���	� 
�� �� ����������� �� 
	��������� ���
����� 	� ����� *�
 �+ %�
℄( �
����� *�
 �+ �� �� *�� �+ �	�
�� ��� ���������� �	
�� 
�	�� �	 ��� ��������	����	� �	���� ��� �� ����	������ �����
� 	� �����
�� ��� <=>� �� 	������� �� �
����� � �� � ��� ���� �� ���( .� ���� ������ ���
#��� ���������� ������ ���	����� 8�� �	 �	 ������ 	���� ���� ��� 	���� �����
 ��� �� 
� ��� 	�� 	������ <=>� ���� ��� -�����	���� ��� ����������)

�*�
 8�+ 6
�



8�� 7

�



�� � �

�
��
  ��� 8� 6 �*� 7���+ 8��� *C+

��� <=> � 6 
	������ ������� �� ���?�
�	���� ���� ��� ��� 
�	��� �		���  ���
� 6 
 
	�����	����� �	 	����� ���	���� �� ��� ������ �����
���	�( ��� �������
	���� 
	�����	� �	� ��� ������ �����
���	� �� ����

� 8� �� 6 
 ��	��� 	�� 	�

:



����� 	�����( ���� 
�� ������� �� ��	 � �	 ���� �	

� 6 ��
C

�

�
�7�*�+  ��� � � 
( *&+

0����� ��� � 6 	 ��������� ������
�� ��� ������ �����
���	� 	

��� �� � �������
����� 	� �� ���  ��� � �����
�� �� � 7� ��� � �����
�� �� �7
7� �� ���
�2������	� ��	��(

.� ��� ����� �����/�������	��� 
���� ��� ���� -�����	���� ����� ������

�*�
 8�
 	
 8	+ 6
�



* 8�� 7 8	�+ 7

�



*�� 7 	�+� �

�
*�� 7 	�+� �



���	�
 *9+

 ��� 8� 6 �*�+( ��� ��Æ
���� ���� �� ���� ���� �� ��� ����� �� 
� ��� ������
�� �	� 
	�������� ����������� �	 ���?�
�	���� 	� ��� �����
� � 6 
	������ ����
�	� �� 
�	���( .� �����
����� ���?�
�	���� ���� ����	�
� 	�� 	� ��� �3���������
�	����  ��� ����
���� �� 
��	��
 *��� #���� 
+� �	 ����� �� �	 ������ 
������	�
�	� ��� �2�����
� 	� ��	��� �����
���	��(

(a)

−0.5 0.0 0.5
u

−0.1

0.0

0.1

u
’

(b)

−0.5 0.0 0.5
u

−0.1

0.0

0.1

2	� � ;���� ������	�� �
 �3��� 	� ��� <��	����	�� �	�	�� �����	�� 
��� ��� 	�	�
�	�� 
���	�	��� ;�������� ������ ����- 
 = �#�3� 	 = � = � = 
 = � = #�
� = �3�#>'? ��� � = �3�#*?* ����	��� 
��� �� = #�#3 	� �?�3#�� ��� @����	

���)�
���� ������� ���� ��� ��	�	�9 ��� "���	����	��	
 ���)�
���� 

����� ��� �� ����� ����� 
���� ��  ��
� � ��
	�� �������� 
�� �� �	���� ���/
������ ��� -�����	���� ����� ���������� %9���℄( .� � 	 	� ����� 
���� *� 6 

��� � 6 :� +� ��� �	����/	���� <=>� ��
	���� ���	 � 	 ���� 	� ��
	�� 	����
<=>�  ��� �������� -�����	���� ���
��	��, �� ��� ����� 
��� *� 6 �+� ���
-�����	���� ����� ��
	��� �*
+ *
��
������+ ��������
  ��� � ��
	�� ��������
� 8	�	 8� %�
℄( ��� �*
+ ����� �� ����������� ��
���� ���� ��� ������ �����
���	��

�



���?�
�	���� ������� � ������	���		� 	� ��� 	�����  ��� ��� ������ �	 ��� 	�����
���������� 	� ��� ����
��	� ��  ��
� ���� ���� � ���� �� �	� ���� �� �������( .� ��
���� 	��������	� ���� ���	 � ��	����� �	 �� ����(

���� ����� �	
���� 	� ������ �����
���	�� ���� ��� ��/��������
 �������
�	����	� �����
���	� �� ��� ������/�*
+ ������ ������ �� �� �2����� � �	���
	� �����/�������	��� 
	���
��	�  ��� �� ���	��� �����
�� �������
 #���( ;���
��� ��	��� �����
���	�� ���� ��� 
	�����
��� ���� ���
���� ��� ������
� 	�
���?�
�	���� ���� ���� 
�	�� �	 ��� 	������ ������ ���� �� ��������� 	��� ���/
?�
�	����( A �����/�������	��� ���  	��� �	������ �� ������ �	 ���
���� ���
������
� 	� � �	����/	���� ��� 	� <=>�� ��� ���� ��� �*
+ ������ ��� ���
*������������+ ����
�� �	 	�� �������	�(

����  	�� �� �������� �	� 	��� �	 �����/�������	��� ������	
	���
��	� �� ���/
�	 
	��������� ��� ���	 �	 � 	 ���� 
������ 	� 	���� ��	�����( <��� ��� �����
����� ��� ���� � ����� ���� 	� �������� �� ��������	����	� �����
���	�� ��
� 	/�������	��� �������/�	����� ��	�����  ��� �*
+ �������� ������� ��	�
����	��
 ���� �	������ 
	�����	��� 
��������� �� ���  	�� 	� =��������� D
E�	��	
� %�
℄( B	�� ��
������ �� ��� ���� �������� ���� �������� � ��������

�� ���� �	 
	����2 ������
� �� � ������ ���� 	��������� ������� �� � ������
�����	�) ��� �	� �2����� %�:��C℄�  ����  ��� �������� �������� ������ �� �
������ 	� ������� ����  ���� ��� 
�� ���� �	 �������� ������
�� ��� %�&℄  ����
�*
+ �������� �� ��	���� �	 � �	 �� �� �2�������� ���	��� 
	�������	��
	� ��� �	 �� �	������( .� ����� ��	������ �� �� ����	������ �	 
	������  ���
��������/�������� �$�
��) �� ��� �2����� ����� �����������	� ����� ������
������	�� *� ������ �����
���	� 	� ����	��
 	�����+ ��
	��� ��
� �	�� 
	�/
���
���� ��� ����������� 	�
� ��� �����
� �*
+ �������� ��  ����� ��	���(

��� ��
	�� ���� ���� 	� �������
� �� �	 ��	����� �	��� �� �3���� 
	���������
	� ��
	����� ������������� 	� ��������  ��� �3���� ��������� �� �� %�9��@℄� �	�
�2�����( ��� �� �������� 	� ����� ��	����� 
���	� �� ������� ��  �����
��	��� �*
+� ��� ��� �	�� �� ���� ��� ����
���� ���� ������� �� ��� �*
+ �����
�
�� �� �� 	��������� 
����� �	� ��� ������
� 	������� � �� ��	� ���� �����(

��� ������	
	���
��	� �	��� �� ��������� �� ��
��	� 
� ��� ��� ��������	� 	�
��� 	��/�������	��� ��� *�� #��� 
	�����
���� � �����/�������	��� ���+ ��
�� ��
��	� :( �����
���	�� �� ��� ��� ��� �� ��� �	���� �	�� ��� �������� ��
��
��	� �( F������� ��� �����#
��
� 	� ����� ������� �� ���
����� �� ��
��	� C(

� �
�����
����
�
�� 
� 
 �
���� 
���

���

��� G=>� ���
������ �����/�������	��� ��
	���������� 
	���
��	� �� ��� ����/
��
� 	� � �����
�� �������
 #��� ���  ��� ��	 � %�℄� ��� ��� ��	
����� �	�

	������� ��� 
	�Æ
����� �� ��� �	���� �	�� *��
+ �� ��� ��������	����	�
�	��� �� �������� �� ����/
	������� %
�:℄( ���
� ���� ����� �� 
	�
�����  ���
��� ������	�� 	� ��� �	���� �	�� ������ ���� ������	�� 	� � ���
�#
 
	�/
��
��	� ��	����� ������������ ��������� ������ ��� �����) ��� G������ ������

C



� 6 � ��� ��� �������
 ��$������� ����	 � 6 
�@( ��� ������ ���	����� �����/
����� � ��� �  ��� ���� ������ 	� ��� �������� 	� ��� �������
 #��� ��� ���
����������� ��$����
� �
�	�� ��� ������ ��� ��� !��	 �� ��� ��������	����	�
�	��� %:℄( ��� 
���
 
	�Æ
����� � � ( ( ( � � 
�� �� 
	������ �� ��� �������
�	����	� �	��� ��� ������ 	��� 	� ��� ��!� � 	� ��� 
	�������( H������ ������
	� ��� �����
�� ��	������� ������ �� � �	���� �	��  ���	�� ��� ���
��� ���������
��� �2���
�� 
	�������	� 	� ��� �	���� �	�� 
	�Æ
����� ������� ���� �� ���
����� �� 
 *�(�(� ������	
	���
��	� �� � ����	 
	�������+� ��� �	���� �	��
����� �*
+ *
��
����+ ��������( 0��� �� �� ��� �	���� �	�� 
	�Æ
����� ���

� 6 ��� :�
4
�� 7�*��+
 � 6 ��� �&&9


�:
�� 7�*��+
 *@+

� 6 
� ::
9
�� 7�*��+
 
 6 
� @

9
�� 7�*��+
 *4+

� 6�
C
9
�� 7�*��+
 � 6

C


9
�� 7�*��+� *�
+

����� �2������	�� 
�� ���	 �� 	������� �� ������ ��� ����� 	� � ����	 
	�/
������ ���	�� �	��� �	 ��� ��������	����	� �	���� �� �� %�4�

℄(

0��� � 6 
� ��� ��/��������
 �	���� �	�� *��
+ �
3����� �*
+ ���������
 ���� ��� �	����	�� �� �*
+ �
� �� �������� �	����	�� �� ��� *�
 	+ �����(
��� �*
+ �������� ��3����� � 6 �� � 6 
 7 � ��� � 6 
� ����	��� ���
�*
+/��������
 �	���� �	��  	��� ������� ���� �� ������	��� ���� �	� �	���
�� *��
+( ��� ����
� ����	 � �� ���� �	 
	���	� ��� ������ �	  ��
� ��� �*
+
�������� �� ��	���(

� ���
�
�
�� �� ��� �����
����
��
� �
�

H����� �����
���	�� 	

�� �� �	�� ��� 	 6 
 ��� ��� � 6 	 ��������� ���/
���
�� *��  ��� �� ��� 
	�?����� � 6 
 ��� � 6 �	 ������
��+ �� � 6
*�
�
� �����

����
��+�7�*��
 ��+ ��� �� � 6 *�

�
� ������

����
��+�7�*��
 ��+( .� ��������

����� �����
���	�� 	

�� �� ��$����� ��������� ������� ��� �� ��� �*
+ �����
*� 6 
+� ��� ��������� ������ 	� ��� � 	 ������ �����
���	�� 
	��
���( ����
�� � 
	���3���
� 	� ��� �	����	��� ��������) ��� ������	�� 	� � ���?�
�	��
�	�� �	� ������ 	� ��� ����
��	� ��  ��
� �� ������ ��� 	������ ��� 
�	�� �	
��� ������ �����
���	�� ��� ���?�
�	���� ���� ����� ��	���	� ��� �������� ���/
��	�� 	� ��� 	������  ��� ������ �	 � ������	���		� 	� ��� 	�����( "�	�� �	 ���
�*
+ ����� *� � �+� ��� 
	��
����
� 	� ��� ������ �����
���	�� �� ��� 	 6 

��� � 6 	 ��������� ������
�� �� 	���  ����� ��	���( ������	��� ���� ���
������ �����
���	��� ���?�
�	���� ���� ����� ���� ��� 	�����  ��� ����� ��	�� ���
� 	/�������	��� �������� �����	���	 ��� ������ �	 � ������	���		� 	� ���
	����� ���� �� ���� ��� �	� 
�	�� �	 	�� 	� ��� ��������� ������
��(

.� ��� �	��	 ��� ��������	�� �������	� �� 
	�#��� �	 ���?�
�	���� ���� ����������

	��  ����� � 
������ ������
� �� � ��	� ��� 	�����( F	� � #2�� ����� 	� ��

&



�����  ��� �� � ����� 	� ��������� ������ 
�	�� �	 ��� ������ �����
���	� ���
� ����� 	� ������ 	� �� � � ��  ��
� ��� ���?�
�	���� ������� ��� 	����� 
�	��
��	��� �	 ��� �������� �����	��  ��� ������ �	  ����� � 	� ��� 	�����( ���� ���
�

���
� 	� ��� ����	2�����	�� ���� ���	 �� ����	��� �� ������ � ��������
��� �� �����
���	� 
�		���� ���������� 
�	��� �	 ��� ������ �����
���	� ���
������� ������ 	� ��(

��� 
	�����
��	� 	� � ��� ���� ���
����� ��� ������
� 	� ����� ���?�
�	����
�	��	 � �������� ����	�� %�
℄( .� �� 
	�������� �	 
����� 
		�������� ���	��

	�����
���� ��� ���( ��� ���������� ������
� ���� ��� 	����� ��� �����������
�� 6 �

�
*� � 	�� � ��+� ��
� 	� ��������
��� � 	( ��� �������
�	�� �	�� �

����� �	� � 
		������� ������� 
������� ��	� *�
 8�+ �	 *�
 �+ ��� *	
 8	+ �	
*�
 �+�  ���� *�
 �+ ��� �� ��� ������ ����
��	� ��� *�
 �+ ��� �� ��� ��������
����
��	�( .� ������	�� � 	 �	��� 
		������� ������� ��� �������  ��� *�
 �+
�� ��� *�
 �+ ����� ��� *�
  + �� ��� *�
 �+ �����( .� ����� 
		��������� ���
���������� �3����	�� ���� ��� 	����� ���� ��� �	��)

8�6���
 8� 6 ���
 8� 6 ���
 8� 6 

 *��+

8�6�
�
 8� 6 �
�
 8� 6 �
�
 8 6 
� *�
+

F����� � ��
���� ��� ��� 
		������� ������� ����� ��� ��!� 	� ����� �2������	��
�	 � �������(

��� ������ ���  ��� �� ��	� � �����/�������	��� G	��
��I� ��
��	� �� � 6 ��
� �	 ������� ��� �� ������������ ��
��	� �� � 6 � �� ���	 ������( "�	�� �	 ���
	������ �	���� 	� � 6 � ��� ������ �	 � 6 � �

	����� �	)

*�
 �
 �
  +� *��
 ��
 �
  �+ 6

�
�
�
�

�

�Æ


 �
 �
  

�

 *�:+

 ���� Æ 6 �����
( ���� ��� �� �*
+/��������
 ���
� ��� ����� �� *��
+
���� ����� ���� �������� ��� ��� �	�������( ��� ��
	�� ���� 	� ��� ���� ��	�
� 6 � ��
� �	 �� 6 �� ���� �����
� ��� �� �������� ��� �	 ����� ��� �	��)

�� 6 ��!�*�
�

�
 �
�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�+ 7 ��!�*�

�

�
 �
�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�+ *��+

�� 6 ��!�*�
�

�
 �
�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�+ 7 ��!�*�

�

�
 �
�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�+ *�C+

�� 6 ��!�*�
�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�

�
 �
�+ 7 ��!�*�

�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�

�
 �
�+ *�&+

� � 6 ��!�*�
�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�

�
 �
�+ 7 ��!�*�

�

�
 �
�

�
 �
�

� 
 �
�

�
 �
�+ *�9+

 ��� ��� 7 ��� 6 ��� 6 ��� ��� !�� ( ( ( � !� ��		�� ���
��	��( 0���� *����9+
��� ��� ��������
� 	� ����� � �	��/�������	��� ���� �� ��
� ��� 
	��������
�� 6 � ����
�� ��� �������	� �	 �����) ���� 
�� �� ��	���� 	�� ��  ������
�� 6 �����*�����+ ��� �� 6 � ������� 	� �3����	�� �	� �� ��� ��(

��� ����� ����	�
� �� ���� ����� �� �	 �2���� ��� ���
��	�� !�� ( ( ( � !� ��
����	� ������ �� ����� ����������  ��
� ��� ����� �	� ���?�
�	���� 
�	�� �	 �	�
�	� ���������� 
�	�� �	 ��� ������ �����
���	� ��� 
�	�� �	 ��� �*
+ �����(

9



���	�� �	��� �����  � #��� ��
	��� ��� ��� ���� ���
����� ��� �������� ������
�����
���	� �� ��� �*
+ ��������
 
����  ��� �� 6 
(

A���	2������� ��� �	�� ���
��	�� !�� ( ( ( � !� �� ����� �������/	���� ������
"� 6 !�*

 

 

 

 
+� ��� ���� �������� �	)

�� 6"� 
	� 7 "��
Æ 
	� �
 �� 6�# 
	� 7 "��

Æ 
	� �
 *�@+

�� 6 "� ��� 7 "��
Æ ��� �
 � � 6 �# ��� 7 "��

Æ ��� �
 *�4+

 ���� �# 6 "�� ��
�	�� 	� � ��� ���	���� ���	 ��� ��#����	�� 	� ��� "J�� ���
*�
 �
  + ��� ����� �� ��� ������� ������ 	� *�
 �
 �
 �+ 	� ��� ��
��	� � 6 �( ���
�������
��	� 	� �	  ��� ��� G	��
��I� ��
��	� � 6 � 
�� �� �	��� �� �������
� 6 
) ���� ������� �� *��
 � �+ 6 �#*
	�  
 ��� +� � 
��
��  ��� ������ 
#
� �	

������ ��� ��	��� �����
���	� 	

���  ��� # 
�	���� ���	��� !��	(

"�	�� ��	��� �	 ��� ��	��� �����
���	�� ��� �Æ �����  ��� �� ����� 
	������
�	 "� �	� ��	����� ����� ����� ��	� ��� *��
 ��+ �3����	��� ����� �� � ������
�3����	� �	� ��� ����� ��)

�� 6
�
 �� "� � 
�
 7 $ �� "� � 
�

*

+

��� ��� ��� �	� *�
 �+ ��)

�� 6 �# 
	� 7 "�Æ 
	� �
 � � 6 �# ��� 7 "�Æ ��� �
 *
�+

 ���� " 6 "�(

��� ��� *

�
�+ �� ��� �*
+/��������
 �����	� 	� ��� ��� ���
������ ���
�������� ������ �����
���	� *��� %
�℄+) ������
��  ��� � 6  �	� $ ��� ������/
��� ��� 
�� �� ���� �	 �� �����
���� �� �����  ��� 
#
 �� ����� ��� Æ � �(
K�����
���� �	 ��� ��������� ������
� 	 6 
 ������� � 6 � 6 
� 
	� � 6 ���*�+
��� 
	� 6 ���*�+�  ���� ���*�+ �� � �� � � 
 ��� �� �� � � 
( .� ����
������
�� ��� ������ ��� ��)


	� �� 6 ���*"��+
 �� 6 �# ���*�+ 7 "
�
Æ 
	� �� *

+

.� ��� �	���� �	�� *��
+� ��� ����� 	� ��� ���������� ����	 Æ �� ��� ������
�����
���	�� �� �7��&

	�� 
�	�� �	 ��� ��������	����	� �	����  ��� � 6 ��
��� � 6 
� �	 Æ � � �	� ��� ���������� 	� ��������( 0��� Æ � �� ��� #2��
�	���� 	� ��� ��� *

+ ��� ����	2������� � 6 �# �	� 
#
 � � ��� # � 
( A� #
��
������ ���	��� !��	� ����� #2�� �	���� ��� �����
�� �� ��� ������ �����
���	�
�� ����	�/� 	 �	���� � 6 #� � 6 �#(
B	���� � �� ��	� �� 6 
 ������ ��� �*
+ �������� 	� ��� ��� *

�
�+(
��� ���������� # ��� "  ��� ��
	�� ���
��	�� 	� ��� ������ � ���  *��  ���
�� ��+ ��� ��� �� ��� *

+  ��� ���	 �� �	��#��)

@



��6 7 $ 7�* 
 �
 ��+
 *
:+

��6�#* 
 �
 ��+ 
	� 7 "* 
 �
 ��+�Æ 
	� �
 *
�+

� �6�#*$


�  


$



� �
 ��+ ��� 7 "*

$



�  


$



� �
 ��+�Æ ��� �
 *
C+

 ���� "� ��� ���� ����� �	 �� ��������( ��� ��1�
��	�� ���� �������� �� �
�
	� ��� ��������� *�
 �
 �
  + ��

�� ) *�
 �
 �
  +� *$ � �
��
 �
 $ �  +
 *
&+

�� ) *�
 �
 �
  +� *
$



� �
 �
 �


$



�  +
 *
9+

�	 ��� ���
��	�� #* 
 �+� "* 
 �+ ��� �* 
 �+ ���� ���� ��� �	��

#6#�� 7 #�� 
	� 
 7 #�� 
	�* 7 �+ 7 #�� 
	� 
� 7 #�� 
	� � 7 � � � *
@+

" 6"�� 7 "�� 
	� 
 7 "�� 
	�* 7 �+ 7 "�� 
	� 
� 7 "�� 
	� � 7 � � � *
4+

�6��� ��� � 7��� ���*: 7 �+ 7 � � � *:
+

 ���� ��� 
	�Æ
����� �� ��� �2������	�� ��	�� ��� 	� 	���� �� ����� ��	� #��
��� "��( ��� ��� *
:�
C+ �� ��� ������� �	�� 	� ��� �����/�������	��� ���
���� ���
����� ��� ������
� ���� ��� ������ �����
���	�� �� ��� �	���� �	�� 	�
��� ��/��������
 ��������	����	� �����
���	�� ���� ��� �*
+ �����( .� 
	�/
����� ���� ����	 � ����������� ��� �� 3���� ������������ �� �� ������� ���
�� 
�� �� ����
�� �	 � 	��/�������	��� ��� �� ������ ������� ������#
���	��(

��� � 	 ������ � ���  ����� �����
������ �	 ��� 
		�������� �� ��� ������ *�
 �+
��� �������� *�
 �+ ����
��	�� �� ��� 	�����( "�	�� �	 ��� ������ �����
���	��
���?�
�	���� ������ �� ��� 	�����  ��� � � #�  ��� � � � � �( .� �	��	 � ��	�
��� ��� ���� ��� 	����� *�:+� ��� ��	� ��� ��
� ���� Æ � �� ���� ���?�
�	����
����� ��� ������	���		� 	� ��� 	�����  ��� � � ��  ���� ��� �2�� ����� 	� �
�� � 6 �( �� ������ ��� ������	��� ������
��	� ���� # � � *�(�(� 
�	�� ��	���
�	 ��� ������ �����
���	�+� �� �	��	 � ���� ��� �2�� ����� 	� � �����#�� � � ��
�	 ��� ������ 	� ��� ������ 
		�������� *�
 �+ ��� ���� ��
� ������ ���� ���
������ 	� ��� ������ 
		�������� *�
 �+ 	� ������� ��� 	�����( ��� ���� 	� ��	���
���� 	� ��� ���?�
�	��  ��� ���� ������ ������ 	� *�
 �+ 6 �*
	� 
 ��� +� ���
�	 �� ������� 	���� ��� ����� ���������� #� " ��� �  ��� �� ���
��	�� 	�  
*��� ��+ 	���� ��� �	� 	� �( ���� ���������� ������ �� 
	�#���� ������
���� ��
��
��	� �(

.� ������	��  ��� Æ � �� ��� �Æ ����� �� ��� ���  ��� �� ����� 
	������ �	 #�

�	�� ��	��� �	 ��� ������ �����
���	�� ��� �	 
�� �� ��	����( >$�
������ ����
������� ���� ��� ���?�
�	���� ����� 	��	, ��� ��������	� �� �3�������� �	 ����
����  ���  ������ � 6 �# �� ��� #2�� �	��� 	� ��� ��� *

+(
0��� ����� � 	 ������#
���	�� * ��
� 
�� �� ?����#��  ��� �� � � ���
#� �� �+� ��� ��� *
:�
C+ ����
�� �	

��6�*#7 % 
	� 
 7& 
	� � 7 � � �+ 
	� 
 *:�+

4



� �6�*#� % 
	� 
 7& 
	� � 7 � � �+ ��� 
 *:
+

 ���� # 6 #��� % 6 #�� ��� & 6 #��( ���� ��� �� �
������ � 	��/�������	���

��
�� ���� �� *��
 � �+�  ��
� ���� 	� ��� 
��
�� �� 6 �� ���������� ��� ����� 	�
 � �	� ��� ��2� �������)

 � 6 �����

�
#� % 
	� 
 7& 
	� � 

#7 % 
	� 
 7& 
	� � 
��� 

�
� '* +
 *::+

 ���� ��� ����
� 	� ����� �� 
�	��� �	 ����  � �� �� ��� 
	���
� 3��������
�� ���
�#�� �� ��� ����� 	� �� ��� � �( ��� F	����� ������ �	� #* + ��� ����
����
���� �	 ��� #��� ����� ������  ��
� �� ��Æ
���� �	 ��
���� ��� ����� 	�
�	������ ������	�� 	������� �� ��� <=>� ���	 (

� �
���

�
��� 
� ��� �
� 
�� ����
� ����

��� ��� '* +� ����������� �� #���� :� ��� �� ���������  ���� ��� � 	 ��1�
/
��	�� �
� 	�  �� ���
�#�� �� *
&�
9+( ��� ������ �����
���	� 	

��� �� ���
	 6 
 ������
�  ��� # 6 �& � % ��� �� ��� � 6 	 ������
�  ��� # 6 &(
0��� ��� ������������ 
�	�
� 	� ���������� % 6 ���@ ��� & 6 ��
 *������ ��
������
�� ������� ��������� ���	 +� ��� ������ �����
���	� 	

��� �� ��� 	 6 

������
� #��� �� # �� ��
������( ����� � 	 ������
�� ��� �	� ���/���������
����  ����� ��� 
	���2� 	� ��� 	��/�������	��� ���� ��� ������
�� ���� �	��
��� �������/��������
� ����  	��� �	������ �� ��������� ��	� ��� <=>�(

.� �� ������� �������� ���� ��� ������  6 
 *�� ��� 	 6 
 ������
�+ ���  6 �

�
$

*�� ��� � 6 	 ������
�+ ��
( ��� ������ #2�� �	���� 	� ����	�/� 	 �	���� 	� ���
��� *::+( ��� ��	�� 	� ��� ��� �� 
 ��� �

�
$ ��

'�*
+ 6
#7& � %

#7& 7 %

 '�*�

�
$+ 6

�#7& � 
%
�# 7&


 *:�+

�	 ����� ��� ��������/�������� �����
���	�� ��	� ���  6 
 #2�� �	����  ���
�� �	��� ��������� �� # 6 �&� ��� ��	� ���  6 �

�
$ ����	�/� 	 �	����  ��� ��

����� ��������� �� # 6 & � %( ����  ����� ��� ��������� ������
��� ����� ���
������ �����
���	�� �� ������ ��� ����� �� � ����� 	� ���������� �& � # �
& � % ��  ��
� ������� ������
� �� ������(

��� ��
������ ��  ��
� ��������� �� ���������� ��	� 	�� ������
� �	 ��� 	����
�� ���������� �� #���� �( ���� �����
���	� ������� 
	�����	��� �	 ��� ����

�� ���	��� ��������� ���
� �� �� #���� �*
+( ��� ������� ��� 3���� ���	����
��
���� 	� ��� ����	�/�	������ 
��
����� 
��	��
 ���?�
�	���� ��� ����	��
  ��/
�	 � �2��
��� �� �����/�	��� ���� 	� ���� ����� ��� 
	��� �� �������� �����
��
���3��� ���
����� �� %

℄( ����� ��� ��������� ���������  ��� 
��	��
 ���?�
/
�	���� 	� #�� ��$����� �������� �����( ��� �������� 	� ��������� �� �����������
����� � ��3���
� 	� ���������� �� #���� C( ����� ��	 �������
��	�� 	� 
��	��


�




(a)

−2 −1 0 1 2
α’

−2

−1

0

1

2

β
’

(b)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

(c)

−2 −1 0 1 2
α’

−2

−1

0

1

2

β
’

(d)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

(e)

−2 −1 0 1 2
α’

−2

−1

0

1

2

β
’

(f)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

2	� > ��� �����	����	���� ���- ���
���- ���� ��� �� � 
��
�	�� �
 �� 
��� �>3�>��9
�����
�- ����� 
��� �>>� :��������	�� ������ ��� 
�����- � = �3�?� � = 3��� ���
�����- � = �#�> ���
��� ���� ���	�� �	
��
��	����9 �
���- � = #�A �������� ��� ���
���	�� �	
��
��	����9 ���
�- � = ��3 ��
��� ���� ���	�� �	
��
��	���� 2	��� ��	���
�
 ��� ��� ��� 	��	
���� �� !���� 
	�
��� ��� ���	������ ��	��� �� ���� 
	�
��� 
��� �	��� 	� ��� ���� ��� ����� 	� ���
��� ��������� ��� 	������
�	�� �
 ��� ��������
���	
��� �
 ��� ��	�	� �	 �	�� ��� ;�	�
��B� ����� � = � 

���?�
�	���� 	� ��� <=>� *��
+  ��� ��� G	��
��I� ����� � 6 � 6 
 � �
���
��  ��� �� ��� 	��/�������	��� ��� *::+  ��� ���������� *����� �� ����� �+
���������� ��	� ��� <=> ���� �� �����/�3����� #�����( ��� <=>�  ��� ����/
������ ����� ��� ������
����	�� ����	� %
:℄  ��� � �������� �	
�� ����
���	�
���	� 	� �
���� ��Æ
���� �	 ��	���� �

����� �	����	�� �� ����� 	� ��� ���� �����

��



κpf

gluing (u=v)

steady (v=0)

saddle-
node

periodic orbit (v=0)

Hopf

steady (u=v)

periodic orbit (u=v)

sb4

sb1

sb2

pd

pd

sb3
pd

pd

fiv
e ty

pes o
f c

haos

gluing (v
=0)

2	� % �	
��
��	�� �	����� �
 ��� ��������������� ������ 
��� �3��� ���� ���
���� �	�	� � ��� !���� 3�
� ��� 	�	�	�� �	�
�
��� �	
��
��	�� �	���� ������ �"�	�	��
�	� 	� ��� � = # ������
� ��� �������� �"�	�	��	� 	� ��� � = � ������
� �����
������� <��
 �	
��
��	��� ��� ��� ������	�� ���	��	
 ���	�� ������� ���	�� �	
��
��
�	��� �	��	� ��� ������
�� 8���	�	�� 	� �����
���� 
��� ��� �� ��� ����� �	� ������
���������	�� ���� �	
��
��	���� ���	��������	�� ���� �	
��
��	��� ��� �� 	������� �


����	
 �����	
� 	�����	�� 
����	
 �����
���� �	�� !�� �	C����� �������� ����� 
��� �	
���� �
 ��� �����	
� ������� ��� ��
����� ��� �	������� ��������������	��
�	
��
��	��� 	� ���	��� 
��� ��� �����	����	���� ��� �>>� 

��$����
�� �� ��� ��������� ������(

0� ���� �	� ��
����� �� #���� � ��� ������� ��	�� 	���� ����	��
 	����� ����
��� 
������ �� ��� ������� -	�� �����
���	�  ��� �� ��������� ��
� �� �	���/
���  ���� %
�℄( A�� ��
� 	�����  ��� �	� �����
����� �� ��� ������
� 
�	�� �	
��� ��	��� �����
���	�� 	� �������� ����(

0��� # ���� ��������� ��� #2�� �	���  6 
 �� ��� 	 6 
 ������
� �� ������� ���
�� �	��� ��������� �� � �����
����
�� ��������/�������� �����
���	� *��� �� #�/
��� �+ �� ��� F�	3��� ���������� ������ ���	��� ��( ��� �����	/����	��� ���/
����� 	� ��� �� 	���� �� �	�� �� ��	���� ��������/�������� �����
���	� *��
+�
 ��
� �� �	��	 �� �� � ����	�/�	������ 
��
���� ������ �� �� �� #���� C*���+
 ��� 
��	��
 ���?�
�	���� ���� ���� �	 �������� ����  ��� 
	�������� �� �
���( ���/ ��� ��1�
��	� �������� �� ������  ��� ���� 
��	��
 �����
�	� 
�	����
��� 	 6 
 ������
� *#���� C
��+� ��� ��� ���� �� �������� �� �
������  ���
���� �� 
��	��
 ��� �� ���� 
�	���� ��� � 6 	 ������
� *#���� C���+( ��� ��

�������� �� �������� �� # �� ��
������ ���	��� ��� � 	 ������ �����
���	��
 ����� ��� ��������� ������
�� *
	����� #���� C��� ��� :
��+( �� ��������
�� ���� �	�� �� ��� 
��	��
 ���?�
�	�� 
����� �	 �������
� ��� 	 6 
 ������
�

�




(a)

−1.5•10−6 0 1.5•10−6

α’

−1.5•10−6

0

1.5•10−6

β
’

(b)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

(c)

−1.5•10−6 0 1.5•10−6

α’

−1.5•10−6

0

1.5•10−6

β
’

(d)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

(e)

−1.5•10−6 0 1.5•10−6

α’

−1.5•10−6

0

1.5•10−6

β
’

(f)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

2	� $ @�����	�� ��� �����	����	���� ��� �� ��� �����	
� �
 ��� ������

��� �3���� �	�� �� = 3#��� 
 = �#�3 ���- �����- 	 = �#�3*333%*#*A9 �
���-
	 = �#�3*333%*#$*9 ���
�- 	 = �#�3*333%*#$$ ��� & ������� 	� ��� ��
� ����
��� ��������� 	������
�	��� �
 � �	���� 
����	
 ���)�
���� �	�� ��� ;�	�
��B� �����
� = � � 3#��� ��	�� 	� ��� �	��� ������� ��

���	�� ������ �
 � 
�� ��� DE, ���)�
�
���� ��� ������� ���	��� ��
� ����� ��� ���	� �	��� ��� � �������"����� !� �
 �>>�
�� ��� DE, ����� �	�� !���� ���������� �	��� 	� ����� 3 ��� �	��� ���� ��� ����
�	��	!
��
� �� 	� !���� > 

�:



(g)

−1.5•10−6 0 1.5•10−6

α’

−1.5•10−6

0

1.5•10−6

β
’

(h)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

(i)

−1.5•10−6 0 1.5•10−6

α’

−1.5•10−6

0

1.5•10−6

β
’

(j)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

(k)

−1.5•10−6 0 1.5•10−6

α’

−1.5•10−6

0

1.5•10−6

β
’

(l)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
φ/π

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

g
(φ

)/
π

2	� * 
���	���� 
��� !���� $ �����- 	 = �#�3*333%*#>#9 �	�)�- 	 = �#�3*333%*###9
�����- 	 = �#�3*333%$AA� 

*#���� C��?+ ��� ���� ��1�
��	� �������� �� �	�� �� #���� C*���+( A� �������
����	�/�	������ 
��
���� �	��	 �� �� � 	 ������� ��������/�������� �����/

���	�� *��: ��� ���+� ����� �	 ��� ����	�/� 	 	���� �� ��� � 6 	 ������
�
������� ���������( ���� ��3���
�� ��	��  ��� ��� 	���� �����
���	�� ��	 � ��	�
��� <=>�� �� ���������� �� #���� �(

��



2	���� $ 	 ������
�� ������
�� ������
��

����� �#�3*333%*#*A �''�* �3?3��**# 3�3��>?#

�
��� �#�3*333%*#$* �%��� �3?3��**' 3�3��>33

���
� �#�3*333%*#$$ �**�? �3?3��**? 3�3��>$A

����� �#�3*333%*#># ??��# �3?3��**% 3�3��>$3

�	�)� �#�3*333%*### 3*�#�� �3?3��*'# 3�3��>$$

����� �#�3*333%$AA� 3?3'�3 �3?3��*'* 3�3���*3

����� 3
;��������� 	� ��� �����	����	���� ��� �>>� ������	��� 
��� ��� DE, ���� 	�
!���� $ �� �������"����� !��	�� ��� ���������� �
��� �	�� �� ��� �
� ��� ������
�� ��� 
��	
� �
 ;�	�
��B� ����� � ��� DE, ���� 	� !���� �� �	��	� ��� ���� 	� 3#��
��	
� 	� 
���	����� �	�� ��� �	���	!
��	��� ���� 	� ���	�	�� ��� ��� F��� ���� �
	�
������ �	������ �	�� 	 ��	�� � ��� � ��� ������ 	���������� �
 	 ��� ��
������
!� �
 ��� �����	����	���� ��� �� ��� DE, ���� 
��!��� ���� �� � ��� � 	� ��?�>#�
�� ��� ������ �� � �� ����	�� ����� 

A� �� ����������� ������ �	�� ���� ��� ��3���
� 	� �������� ��	��� ���������
�� ��� 
��	��
 ���� �� �  �	�� �� #���� C*��
������+ ��) �	 ��������� (�� ���
�� ��� (�( "������ 	� �������� 	

��  ��� ��� 
��	��
 �����
�	� 
	������
 ��� �� ��������� ������
� %
C℄( -	 ����� �� #���� C*�����+� ��� 
��	��
 ���
�� ���� �� 	� � 	 ���?	��� �����) ���?�
�	���� ��������� ��� ��� ����� �	 �	�
��� ��
	�� ������� 	� ��� ���� ��� �������� ����� 	� ��� 
��	��
 ����  	���
��) �	 ��������� (�� ��� (� ��� �	 ��������( ��� ���� � 	 	� ����� ����

��	��
 �����	�� 	� �����	/����	��� ����������( ��� ��� ��� ����	��
 	�����
 ��� (� ��������� ��� �	 �2������ 	� 
��	��
 ����  ��� ���� �������� ����
���� �	���� 
	��������  ��� ��� �������� 	� %
&℄(

��� ������ ��3���
� 	� �����
���	�� ���
����� ���� ������� *�� ��� 	��/�����/
��	��� ���+ 	��� 	� ��� �������� �	����	�� 	� ��� ���������� % ��� & *	�� 	�
 ��
� 
�� �� �
���� �	 �� �3��� �	 �+( ����� ��� 	���� �	������ 	����� 	� ���
�����
���	��� ��� 	������ �����  ��� �� ��	���� ������� �	 ��� 	�� ������� ��/
�
������ �� ����� �� ��� 
����  ���� 	�� 	� 	���� 	� ��� � 	 ��������� ������
��
�� ������ �	� # ����� ��	���(

.� ��� (�/ ����*
+/��������
 ��	������ ��� ���	����� ������� 	� ��� �������
�	����	� �����
���	� ��� � ������ ���� 	� ������ �����
���	�� *�� �� #���� ��+(
.� ��� �� 
��� ���� ��� �*
+ ���������� ������ ���� ������ ���� ������ ���	 � 	
�����  �	�� ��	��� ��$�� �� �� ��	��� 	� 	���� ��( A� � #2�� ����� ����� 	� ��
��� ��� �����
���	� ��������� # ������� �������� 	� �( ����� ���
�� 	� ���	�/
����	� ��� ��3����� �	 ��������� ��� ������ 	� % ��� & ��	��  ��� ��� ������	�
��� ��� # ��� �( � 	 	� ����� ��� ��	����� �� ��� ��	 � �	
���	�� 	� ���
������ �����
���	�� *&+� ��	��  ��� ��� ������	� ��� ��� #� % ��� & �� ��� � 	
������ �����
���	�� �� ��� ���( ��� ����� 
	��� �� ��	����� ��� �	� ������
��
��� �	
���	� 	� ��� ��������/�������� �����
���	� ��  ��
� ��� ����	��
 	����

�C



�� ��� 	 6 
 ������
� �	��� ��������� �	 ���������� ����������	��, �����������
����  	��� ��3���� ��������	�� 	� �������
 ��������� ��� �� �� ����
���� �	/����
�� ���� %�
℄� 	� ��� �����
���	� 
	��� �� �	
���� ������
����( 0��� ���� �����
���
� 	� ���	�����	�� ��� �
��� �� ���� ��� ��� �	
���	�� 	� ��� ��� 	���� ��/
���
���	�� �	��� �� ��� ��� 
�� �� �����
��� �	� ��� <=>�( .� �����
�����
���  ���� 	� ���������� ��� ��� ��� � 	 ������ �����
���	��� �2������� �����
�	 ��� ��������	����	� 
	�������	�/� 	 �	���� 
	������ 
��	��
 ���?�
�	����
���� ��� ���/ ��� �� ��������
(

� �
�
���
��

��� ���� 
	�
����	� 	� ����  	�� �� ���� ��� ������
� 	� ��� �	���� �	�� 	�
��� ��������	����	� �����
���	�  ��� �� �������� ������� �	 �� �	������
�� � 	��/�������	��� ��� ���� ��� ������ �����
���	� ��� ���� ��� �*
+ ����/
������ ������ ������ ���� ��� �����/�������	��� ��� 	��  	��� �2��
�( ���� ��
� ����� ������#
���	�� ��� �� ���	 � � 3����������� ���
�����	� 	� ��� �����
�/
��	� ��3���
� ���	���  ��
� ��������� �� ���������� ��	� 	�� ������
� *	 6 
+
�	 ��� 	���� *� 6 	+� ���	��� � ��3���
� 	� ��������/�������� ��� ����	�/
�	������ �����
���	�� ��� 
��	��
 ����  ��� #�� ��$����� �������� �����( ���
��������� ���� �� �������� ��� 	��/�������	��� ��� ����� �� �������� �	�
?��� �	 ��� ���
�#
 �	��� 	� ������	
	���
��	� 
	�������� ����( ����  	��
��	����� �� ����� � �������� �	��� �	� ������������� ��� 
	����
���	�� ��������
�� ��� ��/��������
 ��������	����	� �����
���	�(

��� ��������� ���� �� ���� ����� �	� ����
��� ��� ��� ��	� ����� �	 	��
�������	� ��� ���������� ������ ���� ���	�	��( B	��  	�� �� ������ �	 ���
��� ������#
���	�� 	������� ���� 	� � #���� �		����( F������ ��	� ��� �*
+
������  ��� ��� ������ �����
���	�� �� ��� ��������� ������
�� ��� �	� 3���� �	

�	�� �	������� ��� 	���� �� 
	���
��	�� 
���	� �� �����
��� ��� �����  ��� ��
� ��������	� ��	� 	��/�������	��� �	 �����/�������	��� ������
�(

����  	�� �� 
	����������� �	 ��� ����	�
� ����� �	� ��� ��/��������

��������	����	� �����
���	� �� B������� %4℄�  �	 ��� �	� ������ ��	2�����
�	 ��� �*
+ ����� *��� ����	�
� 
	��� ������� �� �	��#�� �	� ��� �� 
���+(
B�������  �� ���� �	 ��	�� ��� �2�����
� 	� � �������� 	� #���� ����� �	� ��	��
���?�
�	���� ���� ���������� ����� ��� ������	���		� 	� ��� 	�����, �	 �����
��
� ���?�
�	���� ��� �	� ������� ��� ���	�� ��� ���?�
�	���� ���������� ��	�
��������� �	 � ������	���		� 	� ��� 	�����( ��� ��������� 	� ������ ��� �*
+
����� �� ���� ���� ��� ������ �����
���	��� ��� ���?�
�	���� ������� � ������	��/
�		� 	� ��� 	�����  ��� ������ ������ �	 ��� ������
� ���
����� ���� 
�� ��
	������� �� <=>� ��� �����
�� �������(

�&



�
��������������

. ���� ����#��� ��	� ����������� 
	��������	��  ��� G���� A�� ��� L	� =� ���
G��� H����������� >���� E�	��	
�� G��� B����� � ��� B���� H	���������
��� . �� �������� �	� ����	�� ��	� ��� >���������� ��� G����
�� �
���
�
K�����
� "	��
��(

 ������
��

43℄ 8 @�������������  ���	�����

 ���  ���	��!���

 ���"
�
�� �@��������
;����� D�
���� 3A*3� 

4�℄ , (�����
� ��� / 0 , ;��
���� F���	���� ���	��	
 
����
�	�� 	� �������
�	C��	�� �������� �# $�%
� ��
�# �	
 �3A?3� �A3�>3* 

4>℄ . / 0�
��	���� @���� 	� ������ �
 ������ 
����
�	��� �# $�%
� ��
�# ��

�3AA�� �#A���A 

4%℄ / 0 , ;��
��� ��� F D G�	��� /������
����
�	��� &��# '�	!# '���# ��
�3A?�� 3>3'�3>'A 

4$℄ ; < @������ ��� , . 8�	����� .���	���� �"���	��� 
�� ������� �	�� 
�����	��
	�����	�	�	��� �(�� �# ����# ����# �� �3A?>� ''*�?�3 

4*℄ H +�
�����	��� ��� , (�����
�� F���	���� 
����
�	�� 	� � �����	�� �����-
����	���� ������	��� ��� ������ 
����� )�	����# ����	����# $�%
� �����

�
�� �3A?>� �%'��'� 

4'℄ E .���������� H +�
�����	��� ��� 8 (	�� @����	
 �����	
� �	�� �"����
��������� '���# ����# � ��	 �3A?A� %3*�%�# 

4?℄ I I 0������� / 0������ ��� ( 2�)	����� ��������������� �	
��
��	�� ��
��� ��������� ����	
� 
�� ������ ����� 
����
�	��� '���

� ���� �3AAA� 3'3��#� 

4A℄ ( /����	��� . �����	
� �
 !�	�� ���� 	� ��� ��������������� �	
��
��	�� �	��
�� ��������� �	
# ����# �# ��* � �3AAA� %*>�%?$ 

43#℄ H +�
�����	��� ��� ; <������ +	��
���� ,�

����
	��� �����

�� �������
��� -

%�
��
	�� 	
 *�
�	� $
���� �8��	����� F�� I���� 3A?>� 

433℄ . ( ������� ��� ��������������� �	
��
��	�� �	�� �� ��������� �����
��
��###� 

43�℄ + E��������� ��� , (�����
�� ��� ��������������� �	
��
��	�� �	�� �����
��������� '�
�# �����# &# �	
# �	��# � ���� �3A?'� �%>��'A 

43>℄ ; <	��
����� ��� , (�����
�� @������ �����	
� 	� ��� <��
 �	
��
��	�� �	��
������ ��������	�� ��������� '���

� �	� �3AA*� $*�'? 

43%℄ . 8 J�������� ��� , (�����
�� D�
	������� �	
��
��	�� �	�� ������
��������	�� ��������� '���# &��# . �� �3AA*� >$'A�>*## 

�9



43$℄ H /����	� ��� , (�����
�� ������ 	� ��
	������� ������� �	�� ������ ��

��������� '���

� ���� ��###� �*>�>#% 

43*℄ 8 . @������� ��� ; <������ <�����
�	�	
 
�
��� ��� ��������� ������	��
����� 	� � ������ �	�� �� ��������� '���

� ��� �3AA�� $��'? 

43'℄ . / 0�
��	���� 8�������������	�� 	�����	�	�	�� �
 
����
�	�� 	� �"������ '�	
#
&# �	
# �	��# . ��� �3AA'� 3#'�33? 

43?℄ + � /	���	�� � D����K
���� < J /��
	�	� @ ;B���L�+��
BM� ��� . 
+��
	����BM�� @�����	��� �
 ���� 
��� �B������/�������	 
����
�	�� 	�
� �"���� 
����	��� �	�� � ����� ����� �� �������� ���������� (��# �#

-

%�
��
	� ��� /��	� � �3AA%� 33�3�33>> 

43A℄ / 0 , ;��
��� ��� F D G�	��� F����� 
���� ��� 
���� 	� �������������

����
�	��� +	��
����
�� � �3AA#� *3A�*>' 

4�#℄ . / 0�
��	���� @���� 	� �������
����
�	��� +	��
����
�� 
 �3AA%� 3$*$�3$A3 

4�3℄ E N J���	��� ��� 8 J ����������� D���� �
 ����
�	�	
 
���� ��� ��
��������
� 	� ��� ���
���� �
 ��� ������� '���

� ��� �3AA>� >3'�>�� 

4��℄ / (���� ��� / 0������� 8������� �����	�� ��� �������� ��
�	�� 	�
�"�	���	��� 
	�
�� ����� '���

� �
� �3AA�� %3'�%>$ 

4�>℄ G < ;����� � ; 2�������� 8 . ��������� ��� G � N������	��� +%���

��

&�

��� 0 ��� ��� 	
 �

���
1
 /	��%�
�! �@����	��� 6�	����	�� ;�����
@����	���� 3A?*� 

4�%℄ H G 8�	
�� <��
 �	
��
��	�� �	�� ��� �������� �
 � �"����� +	��
����
�� �

�3A??� >>>�>'' 

4�$℄ ; @������ ��� / +����	����� 8��������	�
����	�� �	
��
��	�� �
 
����	

�����
����� '���

� ��� �3A??� %�>�%>* 

4�*℄ : /��������� / E����	�L ��� / +����	����� ��� ����
���� �
 �������	

�����
����� ��
�# &��# ��
�# ����# ��� �3AA>� '$�A? 

�@


