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♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
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r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✈❛r②✐♥❣ s♠♦♦t❤❧② ♦✈❡r t❤❡ ♣❛♥❡❧s✳ ❈✉r✈❛t✉r❡

❝♦♥str❛✐♥ts ❧✐❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ▼❋❈❈✱ ♦r t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❆❋❈❈✱ ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② t❤❡

♠❡t❤♦❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤r❡❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ✇❤❡r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡ ❛r❡
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●❋❘P✮ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛❡r♦s♣❛❝❡ ♦r ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡s ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ t❛✐❧♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧♦❛❞
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛②♦✉t ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
str❡ss ✜❡❧❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✜❜❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❆❋P✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✶❪❀ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✭❋❙❈✮ ❬✷✱ ✸❪✱ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ st✐✛✲
♥❡ss ✭❱❙✮ ✜❜❡r✲♣❧❛❝❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛♠✐♥❛t❡s ❬✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾❪✳ ❋✐❜❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
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❛❧♦♥❣ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ♣❛t❤s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡✱ t❛✐❧♦r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐✲
❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ st✐✛♥❡ss✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛❡r♦✲❡❧❛st✐❝ ❛♥❞✴♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ ❛ r♦❜♦t
❛r♠ ♣❧❛❝❡s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✉♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✜❜❡r t♦✇s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❛t❤ ♦♥
❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧
t♦✇ ❣❛♣s✱ st❡❡r✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣s✱ t♦✇ ♣✉❧❧✲✉♣✴t♦✇ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ✇r✐♥❦❧✐♥❣✴❜✉❝❦❧✐♥❣✱
♦r ❡✈❡♥ ✜❜❡r ❢❛✐❧✉r❡ ❬✽❪✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t✉r♥✐♥❣ r❛❞✐✉s ♦r ♠❛①✐♠✉♠
❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r t♦✇ ♣❛t❤s ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❬✶❪✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤
❛s ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❆❋P r♦❧❧❡r✱ ❤❡❛t✐♥❣ s♦✉r❝❡✴♣r♦❝❡ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♦r ♠❛t❡r✐❛❧
t❛❝❦✐♥❡ss ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts
❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ✜❜❡r ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
r❛❞✐✉s ❢♦r t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✲❝♦✉rs❡ ❬✶❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
❞✐r❡❝t❧② ❛s ❜❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ t♦✇✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❈❋❘P✴●❋❘P ♠❛t❡✲
r✐❛❧s ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡q✉✐r✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✵❪✳ ❇❡s✐❞❡ s❤❛♣❡
❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞
t♦ st❛❝❦✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ ❛♥❞ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞✴♦r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❡✳❣✳ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♦r
❜✉❝❦❧✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❀ ✐✳❡✳ t❤❡r❡
✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❱❙✴❋❙❈ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❧♦❝❛❧
❧❛②✲✉♣s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐❜❡r ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞
❧❛♠✐♥❛t❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

❆♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❋❊ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ♣❛t❝❤❡s✿ ❉✐r❡❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
✜❜❡r ♣❛t❤s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣
✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥tr♦❧ ❡✐t❤❡r ✜❜❡r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❋❊ ❡❧❡♠❡♥t ♦r t❤❡② ✉s❡ ❧❛r❣❡r ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦♥✲
st❛♥t ❧❛♠✐♥❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✶✶✱ ✶✷❪✳
Pr♦✈✐❞✐♥❣ ❧❡ss ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❛t❝❤❡s ❛❧❧♦✇
❡❛s✐❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐s str♦♥❣❧② ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛t❝❤ ❣❡♦♠❡tr② ♦r ♣❛t❝❤
♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✜❜❡r ❛♥❣❧❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡s ❛r❡
♥♦t ✈❛r✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❋❊ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
r❡♣❡❛t❡❞ ❬✶✸❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② t❛❦❡♥ ❛s
❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙❡t♦♦❞❡❤ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❈❆✮ ✐s ❛♣✲

✷



♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s ❢♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✜♥❞
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡s✐❣♥s✳

P❛r❛♠❡tr✐❝ ♣❛t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r ♣❛t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡
❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❛t❤s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❞❡✲
s✐❣♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●ür❞❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✱ ✶✼❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❆❧❤❛❥❛❤♠❛❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ❙t❛♥✲
❢♦r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ♣❛t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❧✐♥❡❛r❧②
❢r♦♠ ♦♥❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❛①✐s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛❧✲
❧♦✇s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✜❜❡r ♣❛t❤s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❛❞✐✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ❬✶✽❪✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡s✐❣♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡s✳ ❆❧❤❛❥❛❤♠❛❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲♦❜❛tt♦✲✕▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱
◆❛❣❡♥❞r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✜❜❡r ♣❛t❤s ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ♣r❡✲
❞❡✜♥❡❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s ✜❜❡r ❝✉r✈❡s ✭♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s s♣❧✐♥❡s✱
◆❯❘❇❙✮ ❛♥❞ t♦ ✈❛r② t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✜❜❡r ❧❛②♦✉ts✳

❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❍❛❢t❦❛ ❬✷✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ✷❉ ✜❜❡r ♣❛t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❤♦❧❡✱ ✜❜❡r
❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❇r♦♦❦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ ✉s❡❞ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❇✲s♣❧✐♥❡s t♦ ❞❡✜♥❡
✜❜❡r ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠❡♥t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✲
s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ ❛r❜✐tr❛r②
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❜❡r ♣❛t❤s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t
s✉♣♣♦rt ♦❢ s♣❧✐♥❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧
❡✛❡❝t✳ ❙♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ♣❛t❤s ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥✱ t❤❛t ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠✲
♣❧❡ ♣❧❛t❡✲✐♥✲❜❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❡r ❝❛♥ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛
❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❍♦♥❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❜❡r ♣❛t❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ ❝✉❜✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s♣❡❝✐✜❡❞ ♦✈❡r ❛
✷❉ ♣❧❛t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✈❛r② ✜❜❡r ♣❛t❤s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱
❛s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✷✸❪✳ ❆
♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛s ✜rst
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❧✐❦❡ ✜rst ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝②
♦r ❚s❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥❞❡① ❛s s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

▲P✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✲
✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✱ s❡❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣♦s✲
✐t❡s ❬✷✹✱ ✷✺❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✜rst ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭▲Ps✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✶✷
❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚s❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻✱ ✷✼❪ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦rs ♦❢ ❧❛♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡s

✸



❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛❡❀ t❤❡② ❛r❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♣❧② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▲Ps ❛r❡ ✐♥t❡rr❡❧❛t❡❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲Ps✳
❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✽❪✳ ❇♦t❤✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ✉s✐♥❣ ▲Ps ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❛r❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②✲✉♣ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
▲Ps✱ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❋P ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ❍❡r❡✱ ❛❢t❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ▲Ps✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
st❛❝❦✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ✜❜❡r ♣❛t❤s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧
t❛s❦ ❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♥♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs✱ ♥♦ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❧❛②✲✉♣
❡①✐sts ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ▲P s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❝❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▲Ps✱ ❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ✈❛♥ ❈❛♠♣❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛
❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛
♠❡t❤♦❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧❛②❡r✲✇✐s❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❝❦✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛t❤s❀ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✸✵✱ ✺❪✳ ❋♦r s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠s✱
❙❡t♦♦❞❡❤ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✜❜❡r ♣❛t❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠❛❧
▲P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛t❤s ✇❡r❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✈✐❛ ▲♦❜❛tt♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❑❧❡❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ✉s❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❤❛♣❡
❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡s ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♣❧❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ✉s✐♥❣ ▲Ps✳ ❚❤❡ st✉❞✲
✐❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❧❛②❡rs✳ ❇❧♦♠ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥✈❡rt✲
✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❜❡r ♣❛t❤s ✉s✐♥❣ ❛ str❡❛♠❧✐♥❡✲
❛♥❛❧♦❣②✳ ❍♦✇ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s✱ t♦ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❆❋P ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❜✉t t❤❡② ❞✐✛❡r str♦♥❣❧②
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❢♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ✭♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❛r❣❡t ♦❢
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❜✐❣ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✜❜❡r ♣❛t❤s ✇✐t❤♦✉t ❛ ❤✐❣❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦r ❝♦♥str❛✐♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ■s♦✲❈♦♥t♦✉r ▼❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❇❡❢♦r❡ t❤✐s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡❀
❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❧❡❛❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞✴♦r ✈✐♦❧❛t❡ ❝❛✲
♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❆❋P ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✜❜❡r ❧❛②♦✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s❀ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❜❡r ❝✉r✲
✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❆❋❈❈✮ ♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭▼❋❈❈✮✳
■♥ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r ♣❛t❤s ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥

✹



❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡s ❬✷✱ ✶✽✱ ✶✼✱ ✸✸✱ ✶✾❪
♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ❆❋❈❈ ✭❡✳❣✳ ❬✷✷❪✮ ♦r ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ▼❋❈❈✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ▲P✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ✜❜❡r ♣❛t❤s ✉s✐♥❣
❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❬✸✷✱ ✸✶❪✳ ❖❢t❡♥✱
❞✐s❝r❡t❡ ✭❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✮ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡s ✐s ✉s❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ❧✐♥❡❛r
s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡s✱ s❡❡
❡✳❣✳ ❬✸✵✱ ✷✸❪ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ▼❋❈❈✳ ❋♦r t❤❡ ❆❋❈❈✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧❛②❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✸✹✱ ✷✸❪✳ ❆
s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ❛♥❛❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡
str❡❛♠❧✐♥❡s✬ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❬✸❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❆❋❈❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡❀ ❜✉t t❤❡②
❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❧❡ss ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ▼❋❈❈ ❝❛♣t✉r❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✉t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✹ ■s♦✲❝♦♥t♦✉r ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✷❉ ✜❜❡r st❡❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡
✬■s♦✲❈♦♥t♦✉r ▼❡t❤♦❞✬ ✭■❈▼✮✱ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❛✐❧s
✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✺✱ ✸✻✱ ✸✹❪❀ ❢✉rt❤❡r ❛s♣❡❝ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❡r♦s♣❛❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡
❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✲
✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✷❉ str✉❝t✉r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✜❜❡r ♣❛t❤s✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✱
t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❧✐❦❡ ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❧② t❤❡ ③❡r♦✲❧❡✈❡❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❜✉t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤✐s s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥tr♦❧s
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r st❡❡r✐♥❣✳

❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧
❝♦♥t♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ✷❉ ❜♦① ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✭❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ❜♦①✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✜♥❛❧❧② ❝r❡✲
❛t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠ ♠❡t❛✲♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡✳❣✳ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✉r❢❛❝❡s
❛r❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❘❛❞✐❛❧ ❇❛s✐s ❋✉♥❝t✐♦♥s ✭❘❇❋✮✱ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
✭●P✮✱ ♦r ✷❉ s♣❧✐♥❡s✳ ❙♣❧✐♥❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❘❇❋ ❛♥❞ ●P ❛❧❧♦✇ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✜t s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳
❤♦❧❡s✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✜❜❡r ♣❛t❤s ✇❤❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆s ❢♦r ❣❡♦❞❡s✐❝

✺



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❲♦r❦✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ■s♦✲❈♦♥t♦✉r ▼❡t❤♦❞✳

♠❛♣s✱ t❤❡ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✐s♦✲
❝♦♥t♦✉rs ❣✉✐❞❡ t❤❡ ✜❜❡r ♣❛t❤s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✷❉ str✉❝t✉r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤
t❤❡ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧✐❣♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐s♦❧✐♥❡s✳

❋♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✬❤❡✐❣❤ts✬ ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡
♠❡❛♥t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ■s♦✲❈♦♥t♦✉r ▼❡t❤♦❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♣✉t ♦♥ ✐❞❡♥t✐✲
❢②✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s❀ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡✮ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥❀ t❤❡② ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ❋❊ ❝♦❞❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤✐s ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✬❜❧❛❝❦ ❜♦①✬ ❋❊ ❝♦❞❡s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❱✐❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ✭▲❈❙✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✜❜❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❡♥tr♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✳

❈✉r✈❛t✉r❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣✿ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ✜❜❡r
♣❛t❤s ♠✉st ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ss✉r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜❧❡ ✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡✲
s✐❣♥s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦♥♦✲ ♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡s
✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ V✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

V = u(x, y)ex + v(x, y)ey, ✭✶✮

✇❤❡r❡ u ❛♥❞ v ❛r❡ t❤❡ x, y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ex, ey ❛r❡ t❤❡
❈❛rt❡s✐❛♥ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r

✻



✜❡❧❞ V ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✸✾❪✮✿

kx,y =

∣

∣

∣

∣

u2vx − v2uy + uv(vy − ux)

(u2 + v2)3/2

∣

∣

∣

∣

, ✭✷✮

✇❤❡r❡ s✉❜s❝r✐♣ts x, y ❞❡♥♦t❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✳r✳t x ❛♥❞ y✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
✜❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ φ(x, y) ❛s t❛♥❣❡♥ts t♦ t❤❡
✐s♦✲❝♦♥t♦✉rs✱ ✐✳❡✳✿

u =
∂φ

∂y
= φy; v = −

∂φ

∂x
= −φx; ✭✸✮

❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ φ(x, y) = C ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡✳ ❯s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✶✱✷✮
❧❡❛❞s t♦

kc =

∣

∣

∣

∣

∣

φxxφ
2
y − 2φxyφxφy + φyyφ

2
x

(φ2
x + φ2

y)
3/2

∣

∣

∣

∣

∣

. ✭✹✮

❋♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ r❡✢❡❝t❡❞ ♦r r♦t❛t❡❞ ❧❛②❡rs ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧❛②❡r✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡ α ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ −α ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s✿

u[−α] = u =
∂φ

∂y
; v[−α] = −v =

∂φ

∂x
. ✭✺✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ ✭✷✮ ❧❡❛❞s t♦

k[−α]
c =

∣

∣

∣

∣

∣

φxxφ
2
y − φyyφ

2
x

(φ2
x + φ2

y)
3/2

∣

∣

∣

∣

∣

. ✭✻✮

❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♥❡✇ ❧❛②❡rs ✐s t♦ r♦t❛t❡ ✜❜❡rs ❜② π/2 : α → α+π/2✳
❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

u[π/2] = −v =
∂φ

∂x
; v[π/2] = u =

∂φ

∂y
. ✭✼✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦

k[π/2]c =

∣

∣

∣

∣

∣

φxy

(

φ2
x − φ2

y

)

+ φxφy(φyy − φxx)

(φ2
x + φ2

y)
3/2

∣

∣

∣

∣

∣

. ✭✽✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ γ✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❬✸✾❪✿

k[γ]c = |kc cos γ + k[π/2]c sin γ|. ✭✾✮

❋✐❣✳ ✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜❜❡r ♣❛t❤s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✲
♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ❛ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❤♦❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐rr♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧❛②❡rs ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s✉❝❤ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞
❝♦♠♣♦s✐t❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ▼❋❈❈ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r r❡q✉✐r❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❝✉r✈❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡
✈❡r② ❝❤❡❛♣✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s r❡❣❛r❞❡❞ ❤❡r❡✱ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 200× 200 ❛♥❞
1000 × 2000 ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ▼❋❈❈
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❛②❡r ✭t♦♣✱ ❧❡❢t✮✱ t❤❡
♠✐rr♦r❡❞ ❧❛②❡r ✭t♦♣✱ r✐❣❤t✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜② 90◦ r♦t❛t❡❞ ❧❛②❡r ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡rs kc ✭✐♥ m−1✮ s❤♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭▼❋❈❈✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛♥❞
t❤❡ r❡❞ ❞♦ts s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡
✭❡✳❣✳ str✉❝t✉r❛❧ st✐✛♥❡ss✱ ♠❛①✐♠✉♠ str❡ss✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s
♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✳✮ ✇✳r✳t✳ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥ts✱ ❡①tr❡♠❡✲❜❛s❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦r
♠❛①✐♠✉♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss❡s ♠✉st ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❡✳❣ ❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r✲❙t❡✐♥❤❛✉s❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ✈✐♦❧❛t✲
✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t✳
❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤✉s✱ ❣r❛❞✐❡♥t✲❢r❡❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r
❤❛♥❞❧✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r

✽



♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t
s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❡①✲
tr❡♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝♦♥t❛❝t✴❝r❛s❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✮✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♦♣t✐♠✐③❡r ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
s♦♠❡ ❝❛s❡s ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✜rst ❛♥ ❡①✲
♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✈✐❛ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② str❛t❡❣② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡
✉s✐♥❣ ❈❖❇❨▲❆ ✭❈♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❇♦t❤ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉❛❦♦t❛ ❬✹✵❪✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛♥❞❧✐♥❣✳

✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ■s♦✲❈♦♥t♦✉r ▼❡t❤♦❞✱ s❡✈❡r❛❧ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❡st ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ❛
♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r t✇♦ st❛t✐❝ ❧♦❛❞s❀ t❤✐s ❝❛s❡ ❡♥❛❜❧❡s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ❝❛s❡
✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❡t♦♦❞❡❤ ❬✶✺❪ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❧❛♠♣❡❞ ♣❧❛t❡ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞
❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ st✐✛♥❡ss ✐♥ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈✐❛ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❙❡t♦♦❞❡❤✬s ✇♦r❦✳ ❚❤❡
t❤✐r❞ t❡st ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠❀ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❢✉s❡❧❛❣❡ ♣❛♥❡❧ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✇❤❡r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ▲P✲
❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛♠✐♥❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋❊ s♦❧✈❡r
❆◆❙❨❙✳ ❋♦r ❛❧❧ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤♦♠♦❣✲
❡♥✐③❡❞ ✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ E1 = 130 ●P❛✱ E2 = E3 = 10 ●P❛✱ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✐ G12 = G31 = 5
●P❛✱ G23 = 27 ●P❛✱ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦s ν12 = ν31 = 0.35, ν23 = 0.2✳

P❧❛t❡ ✉♥❞❡r t✇♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ st❛t✐❝ ❧♦❛❞s✿ ❆s ✜rst t❡st ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ✜❜❡r ♣❛t❤
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ t✇♦ t♦♣✴s✐❞❡ ❧♦❛❞s
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✱ t♦♣ ❧❡❢t✮ ✐s r❡❣❛r❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ✶✻✵
♠♠ ① ✶✵✵ ♠♠ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶ ♠♠✳ ❆ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ❧❛♠✐♥❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡✳ ■♥ t♦t❛❧ ✾ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ 3 × 3 ❣r✐❞ ♦✈❡r t❤❡ ✷❉
♣❧❛t❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ✜❜❡r ♣❛t❤s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ✾✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ❛♥❞ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ s♣❧✐♥❡
s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡s❤
♦❢ 16 × 10 s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✽✲♥♦❞❡ ✷nd ♦r❞❡r s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✹✵✵✵ ❋❊ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐s♦❧✐♥❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r♦✇ ✭❧❡❢t✮ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦♣♦❧✲
♦❣② ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙♦❧✐❞ ■s♦tr♦♣✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ P❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❙■▼P✮ ❢♦r ❡q✉❛❧❧②

✾



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡st ❝❛s❡ ✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✿ ❚♦♣ r♦✇✿ Pr♦❜❧❡♠
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥t♦✉r❀ ♠✐❞❞❧❡ r♦✇✿ ❖♣t✐♠❛❧ ✐s♦❧✐♥❡s
❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♣♦❧♦❣② r❡s✉❧ts❀ ❜♦tt♦♠ r♦✇✿ ❖♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞
♦✈❡r❧❛✐❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❧♦❛❞❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❡s✐❣♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r♦✇ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳ ■♥ t❤❡
❜♦tt♦♠ r♦✇ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❋❊ ❡❧❡✲
♠❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✭❧❡❢t ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ r✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② r❡s✉❧t✮✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡sts✱ t❤❛t t❤❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ ♣❛t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙■▼P t♦♣♦❧♦❣② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❋♦r
t❤✐s✱ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r✉♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❆❋❈❈✮ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
♦❢ ♦❢ ✵✳✷ m−1 ❛♥❞ ✵✳✹ m−1 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❜② t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭▼❋❈❈✮ ✇✐t❤ ✵✳✷ m−1 ❛♥❞ ✵✳✹ m−1 ❛s ❧✐♠✐ts✳
❚❤❡ ✐s♦❧✐♥❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛s❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ ❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠✲
♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❧✐st✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ 90◦ ❧❛♠✐♥❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆

✶✵



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❋✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ 90◦ ❧❛♠✐♥❛t❡ ✭❝♦♥str❛✐♥t ✈❛❧✉❡s ✐♥
m−1✮✳

90◦ ❆❋❈❈ ❆❋❈❈ ▼❋❈❈ ▼❋❈❈

✲ ∞ ✵✳✹ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✷

✶✳✵ ✷✳✵✷✼ ✶✳✽✶✽ ✶✳✻✽✽ ✶✳✹✽✵ ✶✳✶✵✵

str✐❝t❡r ✭✐✳❡✳ s♠❛❧❧❡r✮ ❝♦♥str❛✐♥t ✈❛❧✉❡ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss✱ ❤♦✇❡✈❡r
❡✈❡♥ t❤❡ ✈❡r② s♠♦♦t❤ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ▼❋❈❈ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✷ m−1 ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✉♥✐❞✐✲
r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ t❤❛t ▼❋❈❈ ♣r♦❞✉❝❡s ♠✉❝❤ s♠♦♦t❤❡r ♣❛t❤s
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡tt✐♥❣✱ ❛s ❆❋❈❈✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❆❋❈❈ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❝✉r✈❛t✉r❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❆❋❈❈ s❡tt✐♥❣ ✵✳✹ m−1 ✐s ✺✳✸ m−1✱ ❛♥❞ ❢♦r ✵✳✷ m−1 ✐s
✶✳✶ m−1✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆❋❈❈ ✐s ❛ ♠✉❝❤ s♠♦♦t❤❡r ♠❡tr✐❝ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝✉r✲
✈❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛♥
▼❋❈❈✱ ❛♥❞ ❝❛♥ st✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t ♠❛♥✉❛❧
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡st ❝❛s❡ ❢♦r ❆❋❈❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭t♦♣ r♦✇✮ ❛♥❞
▼❋❈❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳ ❘❡❞ ❞♦ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ▼❋❈❈ ✇✐t❤ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✵✳✹ m−1 ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❡①❡♠♣❧❛r✐❧②✱ ✐✳❡✳ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱

✶✶



❜♦tt♦♠✱ ❧❡❢t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡✿
✼✵✱ ✐t❡r❛t✐♦♥s✿ ✼✵✮ ✇❛s st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r ✹✱✾✵✵ ❋❊ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ r❡❛❝❤✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊①❡♠♣❧❛r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡st ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥
▼❋❈❈ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ✵✳✹ m−1✳

❈❧❛♠♣❡❞ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❛❞✿ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❛ ❝❧❛♠♣❡❞ ♣❧❛t❡ ✉♥❞❡r
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ✜❜❡r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❤❡r❡ t❤❡ P❤❉
t❤❡s✐s ♦❢ ❙❡t♦♦❞❡❤ ❬✶✺❪✮✳ ❆ ✜❜❡r✲st❡❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛♠♣❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡
♣❧❛t❡ ❧♦❛❞❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✱ t♦♣ r♦✇✮✳
❆s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❧✐♥❡ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞❀ ✇❡
❞❡✜♥❡ ❤❡r❡ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ✶✻ ✭4× 4✮ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♦✉r r❡s✉❧t ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✇✐t❤♦✉t ❆❋❈❈
♦r ▼❋❈❈ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭t❤✐r❞ r♦✇✮ ❛♥❞
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ♣❡r❢❡❝t❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❣❛r❞❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r
♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡♠❡♥t r♦✇s✱ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s s❤♦✇
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡rs✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❛♣✐❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❧✐♥❡✳ ▼❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ ✈❡r② r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♠✐♥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡r✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts
t♦ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱
✐✳❡✳ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐s♦❧✐♥❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳

❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮ s✉❣❣❡sts✱
t❤❛t ❧❡ss str✐❝t ▼❋❈❈ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s✐❣♥ st✐✛♥❡ss✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥ ❣♦❛❧s✱ ✜❜❡r s♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✴❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ❝❛s❡ ✭♥♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t✮✿
t♦♣ r♦✇✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❀ s❡❝♦♥❞ r♦✇✿ ♦♣t✐♠❛❧ ✐s♦❧✐♥❡s❀ t❤✐r❞ r♦✇✿ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s❀ ❜♦tt♦♠ r♦✇✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✺❪✳

♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ ✜♥❛❧✐③❡ t❤✐s✱ ❛ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ✐s
r❡❣❛r❞❡❞ ♥❡①t✳

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❖♣t✐♠❛❧ ✐s♦❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❛t✉r❡
❝♦♥str❛✐♥ts kc✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ t♦♣ ❧✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✳r✳t✳ 0◦

s✐♠♣❧❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

0◦ ❋✐❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛t❡s

kc[m
−1] ✲ ∞ ✸✵ ✷✵ ✶✺ ✺

δavg ✶✳✵ ✶✳✼✾ ✶✳✼✽ ✶✳✼✹ ✶✳✹✶ ✶✳✷✸

❯♥✐✲❛①✐❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡✿ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡st
❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② ❝✉r✈❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♠♦✲
t✐✈❛t❡❞ ❜② ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❢✉s❡❧❛❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇❀ ✜rst r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬✸✻✱ ✸✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡✳ ❱✐❛ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡✲♣❧② ✜❜❡r st❡❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❧✐❡s ❛♥❞
t❤❡✐r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛❞❞❡❞
❤❡r❡ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s s✐♠♣❧② s✉♣✲
♣♦rt❡❞ ❛t t❤❡ str❛✐❣❤t ❡❞❣❡s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡❞
❡❞❣❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛r❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 0.5m×0.5m
✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶ ♠♠✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ✵✳✼✺ ♠✱
❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❤♦❧❡ ✐s ✵✳✶✷ ♠✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛♠✐♥❛t❡ ❞❡s✐❣♥s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❢♦✉r ❧❛②❡rs✿ [±α]s ❛♥❞ [α, α+ 90◦]s✱ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡
❧♦❝❛❧ ✜❜❡r ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❧❛②❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✲
tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♣❛t❤s✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s ✇✐t❤ 3 × 3✱
4× 4 ❛♥❞ 5× 5 ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✷❉ ♣❧❛t❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✾✱ ✶✻ ♦r ✷✺✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦✉♥❞s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ▼❋❈❈ ♦❢ ✺✱ ✶✵✱
❛♥❞ ✷✵ m−1✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈❧❛♠♣❡❞ ❝✉r✈❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ✹ ♣❧✐❡s [±α]s ❛♥❞ [α, α +
90◦]s✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚♦♣ r♦✇✿ ✐s♦❧✐♥❡s ❛♥❞ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
❤♦❧❡ ❛♥❞ ✹ ♣❧✐❡s [±α]s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts❀ ❜♦tt♦♠ r♦✇✿
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✹✷❪ ✉s✐♥❣ ❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs V1, V3 s❤♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✜❜❡r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ■s♦✲❈♦♥t♦✉r ▼❡t❤♦❞ ❢♦r [±α]s ❧❛②❡rs ❛♥❞ 3× 3 ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✳ ✾✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② ❛ r❡❞ ♣♦✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀

✶✺



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❋✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r [±α]s ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t kc ✈❛❧✉❡s✳
❱❛❧✉❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞
❢♦r [±45◦]s ❧❛♠✐♥❛t❡✳

[±45◦]s ❋✐❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛t❡s

kc[m
−1] ✲ ∞ ✷✵ ✶✵ ✺

Pcr ✶✳✵ ✶✳✽✾ ✶✳✽✸ ✶✳✼✻✻ ✶✳✺✵✷

❡✳❣✳ ❍❡ss❡ ❬✹✷❪ ✉s❡❞ ▲❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭▲Ps✮ V1, V3 t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
st✐✛♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ st✐✛♥❡ss❡s
✭❜♦tt♦♠ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✳ ✾✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼✐❦✐
❞✐❛❣r❛♠ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇s✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✈✐❛ t❤❡ ■❈▼ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ▲Ps❀ t❤❡ ✜❜❡rs ❛r❡ ♥❡❛r❧② str❛✐❣❤t ✭✐✳❡✳ [90◦]s✮ ♥❡❛r t❤❡
str❛✐❣❤t ❡❞❣❡s ✭❜❧✉❡ ❛r❡❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✱ ❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳ ◆❡❛r t❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱
t❤❡ ✜❜❡rs ❤❛✈❡ ❛ [±45◦]s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✱
❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s r♦✉❣❤❧② t♦ t❤❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
t♦♣ r♦✇ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❖♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡s ✭▼❋❈❈ ✇✐t❤ ✺✱ ✶✵✱ ✷✵ m−1✮
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ [±α]s ❧❛♠✐♥❛t❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ 3× 3 ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ▼❋❈❈ ❧✐♠✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✺ t♦ ✶✵ m−1❀ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ▼❋❈❈ ✈❛❧✉❡s✱ ❝✐r❝✉❧❛r
♣❛t❤s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡✳
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(a) Original layer, 

     kc=5 m-1

(b) -α layer, 

      kc
[-α]=5 m-1

(a) Original layer, 

     kc=10 m-1

(a) Original layer, 

     kc=20 m-1

(b) -α layer, 

      kc
[-α]=10 m-1

(b) -α layer, 

      kc
[-α]=20 m-1

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❋✐❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❤♦❧❡ ❛♥❞ ✹ ♣❧✐❡s
[±α]s ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❋❈❈ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t✐❝❛❧
❝✉r✈❛t✉r❡s kc✳

❋♦r t❤❡ ♥❡①t st✉❞②✱ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ [α, α + 90◦]s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✭kc = 5m−1✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✶ ❛♥❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞✱ [α, α + 90◦]s ❧❛♠✐♥❛t❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❜✉❝❦❧✐♥❣
r❡s✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ [±α]s st❛❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ 3 × 3 ❣r✐❞✳ ❆❧s♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts❀ ❛s
❡①♣❡❝t❡❞✱ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤❡r ✜❜❡r ♣❛t❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
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kc=5 m-1, 3x3 points kc=5 m-1, 3x3 points

kc=5 m-1, 4x4 points kc=5 m-1, 4x4 points

kc=5 m-1, 5x5 points kc=5 m-1, 5x5 points

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❋✐❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❤♦❧❡ ❛♥❞ ✹ ♣❧✐❡s
[α, α + 90◦]s ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❋❈❈ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r kc =
5m−1✳

✻ ❲✐♥❣❜♦① r✐❜ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■s♦✲❈♦♥t♦✉r

▼❡t❤♦❞

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡♥✲
❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r✐❜ ♦❢ ❛ ✇✐♥❣❜♦① ♦❢ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t✳

✶✽



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❋✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r [α, α + 90◦]s ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ kc = 5m−1

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞s ❛r❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❢♦r ❛ [±45◦]s ❧❛♠✐♥❛t❡✳

[±45◦]s ❋✐❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛t❡s

kc[m
−1] ✲ ✺×✺ ✹×✹ ✸×✸

Pcr ✶✳✵ ✶✳✽✸✾ ✶✳✼✷✻ ✶✳✻✹✶

❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ r✐❜ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✇✐♥❣❜♦① ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r✐❜ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ t♦
s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✜❜❡r✲st❡❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚♦♣✿ ❢✉❧❧ ✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ st❛t✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ st❛t✐❝ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t ❢r♦♠ ❬✸✼❪✳ ❇♦tt♦♠✿ ❡①tr❛❝t❡❞
❡①❡♠♣❧❛r② r✐❜ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥♦❞❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❢♦r❝❡s ✴ ♠♦✲
♠❡♥ts✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❋♦r ❝✉rr❡♥t st✉❞② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ✇✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦♥
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧ ✭❡✳❣✳ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ❛♥❞ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❛✐r❢♦✐❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱
str✐♥❣❡rs ❛♥❞ ♦t❤❡r ❣❧♦❜❛❧ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r✐❜ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥
❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠❛♥♥❡r ♦♥ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r
t❤✐s✱ t❤❡ r✐❜ ✐s ❝✉t ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐♥❣❜♦① ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐♥❣
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✴♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✳r✳t✳ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧♦❛❞ ❝❛s❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t
❝r✉✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧♦❛❞s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s
❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐❜ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✷✱ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r✐❜
s✉❜✲♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣♦✐♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭▼P❈s✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉♦❋s✮ ✐♥ t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧✱ ✉s❡❞ ❤❡r❡

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚♦♣✿ ❢✉❧❧ ✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❡①❡♠♣❧❛r② r✐❜s ❢♦r r✐❜ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✸✼❪✳ ❇♦tt♦♠✿ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❧♦❝❛❧ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❧♦❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥t♦
♠✉❝❤ ✜♥❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜✲♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ❙✉r❡✱ t❤✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❢✉❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇✐♥❣ ❛♥❞ r✐❜ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
t❤✐s ♣❛♣❡r❀ ❤❡r❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✜❜❡r✲st❡❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡✇ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛♥❞❧✐♥❣✳

❚❤❡ r✐❜ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ t♦t❛❧ st✐✛♥❡ss
♦❢ t❤❡ r✐❜ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣
❞♦❡s ♥♦t ❞❡❢♦r♠ s♦ ♠✉❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r✐❜ ❤❡✐❣❤t ♣r♦✜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ♥♦❞❛❧ ❧♦❛❞s✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ✢✐❣❤t s✐t✉❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✐❜ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❝❛❧ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r r✐❜ s✐❞❡s ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✶✸✱ ❜♦tt♦♠✮✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r t✇♦ ❡①❡♠♣❧❛r② r✐❜s ✭❘✐❜ ✹ ❛♥❞
❘✐❜ ✻✱ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸✱ t♦♣✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝
[±α]s ❢♦✉r✲❧❛②❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❛s❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ▼❋❈❈ ✇✐t❤ kc = 10, 20m−1✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r✐❜ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ t♦t❛❧ ✶✺ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✭3 × 5 ❣r✐❞✮ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡❣✉❧❛r❧② ♦✈❡r
t❤❡ r✐❜✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ■s♦❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡
✭❜♦tt♦♠✮ ✇✐t❤ ❛♥ ▼❋❈❈ ✇✐t❤ kc = 10m−1❀ ✭❜♦t❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❝♦♠♣♦s✐t❡✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❝❛s❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❢♦r ❘✐❜ ✻✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❋❈❈ ❝♦♥str❛✐♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ t❛s❦✳ ❖✈❡r❛❧❧✱
✶✺✱✵✵✵ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s❀ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡ r❡❛❝❤❡s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡s✐❣♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛r❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥❡❡❞s ❛r♦✉♥❞ ✺✱✵✵✵
s❛♠♣❧❡s t♦ ❣❡t ✐♥t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛r❡❛ s✐♥❝❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❣♦♦❞ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ✈✐♦❧❛t❡❞
❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r✐❜
✇✐t❤ ✹ ❧❛②❡rs ✭[±α]s ❝❛s❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❛s❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✺✱ ✶✻✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❋✐❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡❀ ✭r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢♦r t❤❡ ✹✲❧❛②❡r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇✐t❤ [±α]s✮✳

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❋✐❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ▼❋❈❈ ✇✐t❤
kc = 20m−1❀ ✭r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✹✲❧❛②❡r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇✐t❤ [±α]s✮✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r✲
st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡s✐❣♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐s♦❧✐♥❡s ♦❢ t❤✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t
✜❜❡r ♣❛t❤s ✐♥ ✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛♠✐♥❛t❡ ♣❧✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❤❛♥❞❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✜❜❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭▼❋❈❈✮ ❢♦r ♠♦♥♦✲ ♦r
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ✜❜❡r✲st❡❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡s❀ t❤✐s ✇❛s s❤♦✇♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② ❢♦r ❝♦♠♣♦s✲
✐t❡s ✇✐t❤ [±α]s ❛♥❞ [α, α + 90◦]s ✹✲❧❛②❡r str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✲
✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞
❛❣❛✐♥st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❤❛♥❞❧✐♥❣✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥
❤♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ✜❜❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛t✲
t❡r♥s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ✜❜❡r ♣❛t❤s
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇✐♥❣ ❜♦① r✐❜s✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❡①✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡✲tr✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✲❢r❡❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠
❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛t❡s ❛r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✱
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❡❧❧s✱ ♦r ♦t❤❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛♦rt ♠❛② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ▼♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❡❡❞✲✉♣ ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ s❡❛r❝❤❡s ✇✐t❤ s♠♦♦t❤❡❞
♠❛①✐♠✉♠ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳
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✽ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡ ❆❝t✐♦♥s✱ ❘❡s❡❛r❝❤
❋❡❧❧♦✇s❤✐♣ Pr♦❣r❛♠♠❡✱ ✼t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡ ✭❋P✼✮✱ ✬❆❡r♦s♣❛❝❡ ▼✉❧t✐✲
❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r✐t② ❊♥❛❜❧✐♥❣ ❉❊s✐❣♥ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✬ ✭❆▼❊❉❊❖✮ t❤r♦✉❣❤ ❊❯ ❣r❛♥t
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✸✶✻✸✾✹ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✸❪ ❛♥❞
❤tt♣s✿✴✴❝♦r❞✐s✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✴♣r♦❥❡❝t✴r❝♥✴✶✵✺✶✸✺✴❢❛❝ts❤❡❡t✴❡♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▲✉❦❛s③❡✇✐❝③ ❉❍✲❏✱ ❲❛r❞ ❈✱ P♦tt❡r ❑❉ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢
❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r❡♣r❡❣ ❧❛②✉♣✿ ❍✐st♦r②✱ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s P❛rt ❇✿
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✹✸✭✸✮✿ ✾✾✼✕✶✵✵✾✳

❬✷❪ ❆❧❤❛❥❛❤♠❛❞ ❆✱ ❆❜❞❛❧❧❛ ▼▼✱ ●ür❞❛❧ ❩ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉❡s✐❣♥ t❛✐❧♦r✐♥❣ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡
♣✐❧❧♦✇✐♥❣ ✉s✐♥❣ t♦✇✲♣❧❛❝❡❞ st❡❡r❡❞ ✜❜❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆✐r❝r❛❢t ✹✺✭✷✮✿ ✻✸✵✕✻✹✵✳

❬✸❪ ❇❧♦♠ ❆❲✱ ❆❜❞❛❧❧❛ ▼▼✱ ●ür❞❛❧ ❩ ✭✷✵✶✵✮✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
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