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tr❛✣❝ t②♣❡ ✐s r❡❛❧ t✐♠❡ tr❛✣❝ s✉❝❤ ❛s ♦♥❣♦✐♥❣ ♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧✳ ■♥ ❬✹❪✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❙❈s ❢♦r ❍❖ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ❍❖s
✐♥ ❍❡t◆❡t✳ ❆ ❧✐st ♦❢ ❙❈ t❛r❣❡ts ✐s ❣❛✐♥❡❞ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❙❈ ❛♥❞ t❤❡ ❯❊ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯❊✳ ❋❛st ♠♦✈✐♥❣
❯❊s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❍❖ t♦ ❙❈s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❙❈ ❧✐st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ■♥ ❬✺❪✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❍❖
❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t✐♠❡ ♦❢ st❛② ✭❚♦❙✮ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦
♦♠✐t ❙❈✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ♦r ❍❖ ❢❛✐❧✉r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t
❍❖ ❙❈ ❧✐st✳ ❚❤❡ ❯❊ ✐s ❤❛♥❞❡❞ ♦✈❡r t♦ t❤❡ ❙❈✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st s✐❣✲
♥❛❧ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙■◆❘✮ ❛♥❞ ❤❛s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚✐♠❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❙■◆❘ ❛r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡s✲
s❛r② ❍❖ ❛♥❞ ❍❖ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ❛♥❞
❍❖ ❢❛✐❧✉r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞✳ ❆ ❍❖ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t
❛♥❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞
❚♦❙ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ tr❛✣❝ ♦✤♦❛❞✐♥❣✳ ❆♥ ✐♥❜♦✉♥❞ ❍❖ ♠❛r❣✐♥ ❜❛s❡❞
♦♥ s❡r✈✐♥❣ ❝❡❧❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦✤♦❛❞✐♥❣✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❍❖
❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❢♦r ❜♦t❤
t❤❡ ❯❊ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆✉t❤♦rs ✐♥ ❬✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ tr❛✣❝✲❛✇❛r❡ s♣❡❝tr✉♠
❍❖ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t✇♦✲t✐❡r ❍❡t◆❡ts✳ ❯t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✱
❛ ✉s❡r ❝❛♥ ✉s❡ s❤❛r❡❞✲t♦✲r❡s❡r✈❡❞ ♦r r❡s❡r✈❡❞✲t♦✲s❤❛r❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❍❖ ♣♦❧✐❝②✳



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✸

❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
♠❛② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦r ❝❡♥tr❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ❬✽❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❍❖ str❛t❡❣② ❢♦r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❍❡t◆❡ts ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣✲
♥❛❧✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ❛♥❞
♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞ ◗♦❙ ❢♦r t❤❡ ✉s❡rs✳ ❆✉t❤♦rs ✐♥ ❬✾❪
♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ❍❖ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❍❡t◆❡ts ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ r❡s❡r✈❡❞
❝❤❛♥♥❡❧✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣②✳ ❆ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ✉s❡r
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t
✇❛s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✉s❡rs ❝❛♥♥♦t ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ r❡s❡r✈✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡t❤♦❞✳
❆ t✇♦✲t✐❡r ❍❖ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛✣❝ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧
str❡♥❣t❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❍❖ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡♠t♦❝❡❧❧s ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r
❛ss✐❣♥♠❡♥t r❛t❡ ♦❢ ✉s❡rs✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❛s✿ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❡✣❝✐❡♥t ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥s❡
❙❈s ❍❡t◆❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡t ♠❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❧❡❛r♥s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r str❛t❡❣②
t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❧❡❛r♥s
t❤❡ r❡❣r❡t ♦❢ ✐ts ♣❧❛②❡❞ str❛t❡❣② ❛t ❡✈❡r② ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡ t❛r❣❡t✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❣r❡t ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡r✬s r❡❣r❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ✐♥ ❛❧❧ ♣r❡✈✐✲
♦✉s r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts
str❛t❡❣✐❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇✐❧❧ ❡✐t❤❡r
r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦r s✇✐t❝❤ ♦✛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❍❖ ❤❛♣♣❡♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❖r❞❡r
Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❙✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ❛♥ ■❞❡❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✭❚❖P❙■❙✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥♥❡❝❡s✲
s❛r② ❤❛♥❞♦✈❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳ ❚❤❡
s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts
❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

▼❛♥② ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐ss✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧
❞❡♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❍❡t◆❡ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡s t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞✲
❞r❡ss❡❞ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❬✶✶❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞



✹ ▼♦❤❛♥❛❞ ❆❧❤❛❜♦ ❡t ❛❧✳

tr❛✣❝ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣
❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ♠♦❞❡s✳ ■♥ ❬✶✷❪✲❬✶✸❪
❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♣✉t ❝❡❧❧s ✐♥t♦ ♦♥✴♦✛ ♠♦❞❡ ❛♥❞
❍❖ t❤❡ ❯❊s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛✐♠✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❬✶✹❪✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ❝❡❧❧ t♦ ❛❞❥✉st ✐ts ♣♦✇❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ♣♦✇❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢
s❤✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❍❖ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❍❡t◆❡ts ✐♥ ❬✶✺❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❯❊ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❍✐❡r❛r❝❤② Pr♦❝❡ss
✭❆❍P✮ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❍❖ ♠❡tr✐❝s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ●r❡② ❘❛t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✭●❘❆✮ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st ❍❖ t❛r❣❡t✳
❋✐♥❞✐♥❣s r❡✈❡❛❧ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ❍❖s ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❢❛✐❧✉r❡s
❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❬✶✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥
❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❍❡t◆❡ts✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❢♦❧❧♦✇s
❛ P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ♠♦✈❡s t♦ ♣❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ ✇❤❡♥ ✐ts
❧♦❛❞ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ t❛r❣❡t✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❆✉t❤♦rs ✐♥ ❬✶✼❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ✇♦r❦ ✐♥ ❍❡t◆❡ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②
❜② ♣♦✇❡r ❛♥❞ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦
❢♦r♠ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
❤❛s ❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❆✉t❤♦rs ✐♥ ❬✶✽❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❝♦✲
♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ❢♦r ♣♦✇❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❍❡t◆❡ts✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✶✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❯❊ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❆ ❧♦❣✲
✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✶✼❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✶✾❪
❛♥❞ ❬✶✽❪ ❞✐sr❡❣❛r❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ❍❖ ❛♥❞ t❤❡ ❙❈s ❞❡♥s✐t② ❛s
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛♥ ❡❧❡✈❛t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖s ❛♥❞
❛♥ ✉♥❢❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ ✐♥ t❤❡ ❍❡t◆❡ts✳ ■♥ ❬✷✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
s❧❡❡♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❙❈s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ▼❈ ❡❞❣❡✱
t❤❡ ❙❈ ❣♦❡s t♦ ♣❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❣❛♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜②
t❤❡ ♥❡❛r❜② r❛♥❣❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❙❈s✳ ❚❤❡ ❯❊s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛ss✈✐❡ ❙❈ ✇✐❧❧ ❜❡
❢♦r❝❡❞ t♦ ❍❖ t♦ t❤❡ ▼❈✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❡
❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥♣❧❛♥♥❡❞ s❧❡❡♣✐♥❣ ❢♦r ❙❈s ❛t t❤❡ ▼❈ ❡❞❣❡
❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❍❖ ❢❛✐❧✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦❜❧✐❣✐♥❣
t❤❡ ❯❊s t♦ ❍❖ ❢r♦♠ t❤❡ s❧❡❡♣✐♥❣ ❙❈s t♦ t❤❡ ▼❈ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ❍❖s ❛♥❞ ❝❛✉s❡s t♦ ✉♥❞❡r✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❙❈s ❝❛✉s✐♥❣ ✉♥❡✈❡♥ ❧♦❛❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

▼♦st ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧② ♦♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t✉r♥✐♥❣ ♦♥✴♦✛
t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐❧❧ ✐♥❝✉r ❛ ❤✉❣❡ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣
♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ♦✈❡r✲✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s t♦
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♣♦✇❡r ♠♦❞❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦t ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡✱ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❞✐ss❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉s❡r s✐❞❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ❢❛✐❧❡❞
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❯❊ ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ ✉❧tr❛ ❞❡♥s❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✺

❲❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐❞❧❡ ♠♦❞❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤❛♥❞✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
❯❊s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✐❞❧❡ ♠♦❞❡ ❝❡❧❧✱ t♦ ❛ ♥❡✇ ❝❡❧❧✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r
❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s
t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐❞❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❧♦❛❞✳ ❊❛❝❤ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ✉s❡s t❤❡ r❡❣r❡t ♠❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧❡❛r♥
✐ts ❜❡st str❛t❡❣② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ε✲❝♦❛rs❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❍❖ t❛r❣❡t ❝❡❧❧ ✐s t❤❡♥ ❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛
❚❖P❙■❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✸ ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦✲t✐❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦
✭❍❡t◆❡t✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ▼❈ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❈s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ S = {0, 1, 2, · · · , Nsc}✳ ❲❤❡r❡ ✵ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▼❈✱
✇✐t❤ ❛ ✺✵✵m r❛❞✐✉s✱ ❛♥❞ Nsc ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❈s✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❡rs
❛ ✶✵✵m r❛❞✐✉s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶✳ ❇♦t❤ ▼❈ ❛♥❞ ❙❈s t✐❡rs ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ s❛♠❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❈s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❈ ❛♥❞
▼❈ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✼✺m ❛♥❞ t❤❡ ❙❈ t♦ ❙❈ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✹✵m ❬✶❪✳
❚❤❡ ❯❊s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t✇♦
♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t②✱ Vue✱ ❛♥❞ ❯❊ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ θk✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✷✶❪ ❜❡❧♦✇

Vue = N (vm, vstd), ✭✶✮

θk = N (θm, 2π − θm tan(

√
Vue
2

)∆t), ✭✷✮

✇❤❡r❡ vm ✐s t❤❡ ❯❊ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ vstd r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❯❊ ✈❡❧♦❝✐t②✱ θm ✐s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯❊✱ ∆t ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ N (x, y) ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♠❡❛♥ x ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ y✳

▲❡t δi ❜❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❝❡❧❧ i ∈ S s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❯❊ ❛t k ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s
s❡r✈❡❞ ❜② ❝❡❧❧ i ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ k ∈ δi✳

❚❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✭❘❙❘P✮ ♦❢ ❝❡❧❧ i ♠❡❛s✉r❡❞
❜② t❤❡ ❯❊ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ k ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P r
i,k = P t

i · hi,k, ✭✸✮

✇❤❡r❡ P r
i,k ✐s t❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ❘❙❘P ♦❢ ❝❡❧❧ i r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❯❊ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ k✱ P t

i

✐s t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ❝❡❧❧ i ❛♥❞ hi,k ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❯❊



✻ ▼♦❤❛♥❛❞ ❆❧❤❛❜♦ ❡t ❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ❍❡t◆❡t ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧

❛♥❞ ❝❡❧❧ i ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❛♥❞ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦
❙■◆❘ ❢♦r ❝❡❧❧ i r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❯❊ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ k ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

γri,k =
P r
i,k

∑

j∈S\{i}
P t
j · hj,k + σ2

=
P t
i · hi,k

∑

j∈S\{i}
P t
j · hj,k + σ2

,

✭✹✮

✇❤❡r❡ σ2 ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠
(

∑

j∈S\{i}
P t
j · hj,k

)

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ❡①❝❡♣t ❝❡❧❧ i✱
✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛t ❯❊ ❧♦❝❛t✐♦♥ k r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝❡❧❧ i
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❤❛♥♥♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ❛s

T r
i,k = BW log2(1 + γri,k), ✭✺✮

✇❤❡r❡ ❇❲ ✐s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❢♦r ✉s❡r k✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ ✉s❡rs ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♥❡❡❞❡❞
❢♦r ❛ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✱ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❬✷✸❪✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝❡❧❧ i ✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❘❋
♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

P i
active =

PPAi
+ PRF + PBB

(1− σDC)(1− σMS)(1− σcool)
, ✭✻✮

✇❤❡r❡ PBB ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛s❡ ❜❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ PRF ✐s t❤❡
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❘❋ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ ♠❡tr✐❝s σDC ✱ σMS ❛♥❞ σcool ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦ss❡s ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❈ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧②✱ ♠❛✐♥ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡
❝♦♦❧✐♥❣✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ s✉♣♣❧②✱



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✼

σcool✱ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ▼❈ ❛♥❞ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❙❈s✱ ❛♥❞ PPAi
✐s t❤❡ ♣♦✇❡r

❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

PPAi
=

P t
i

η · (1− σfeed)
, ✭✼✮

✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ P t
i ❛♥❞ σfeed ✐s t❤❡ ❢❡❡❞❡r ❧♦ss

❢r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t t♦ ✲✸ ❞❇✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝❡❧❧ i ✐♥ ❛♥ ✐❞❧❡ ♠♦❞❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞

❛s

P i
idle =

PRF + PBB

(1− σDC)(1− σMS)(1− σcool)
. ✭✽✮

■♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛❧❧ ❯❊s ✐♥ ✐ts ✈✐❝✐♥✐t②✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ✐❞❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ③❡r♦ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❯❊s
✐♥t♦ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✳

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❯❊s ✐♥ ❝❡❧❧ i ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❯❊s
✐♥ ❝❡❧❧ i ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛❝❦❡t
❛rr✐✈❛❧ s✐③❡✳ ▲❡t λk ❜❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❛rr✐✈❛❧ ❢♦r ❯❊ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ k ∈ δi ❛♥❞
1/µk ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❛t ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝❡❧❧ i✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
ζi,k✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ζi,k =
λi,k

1/µi,k · T r
i,k

, ✭✾✮

❲❤✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠❛❦❡s t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ❝❡❧❧ i ✐s

Li =
∑

k∈δi

ζi,k. ✭✶✵✮

❊❛❝❤ ❝❡❧❧ i ∈ S ❝❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐ts ❧♦❛❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦✛❡r❡❞ ❞❛t❛ r❛t❡
T r
i,k✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r s♦ t❤❛t t❤❡ ❙■◆❘ ✇✐❧❧

✐♠♣r♦✈❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♥❡✲
❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ✭♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♣✉t✮
❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ ✐ts tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r P t

i ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✐ts tr❛✣❝ ❧♦❛❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❡❧❧ i t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✱
❞❡♥♦t❡❞ ❛s Θi✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Θi = αP t
i + βLi. ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣♦✇❡r P t

i ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❧♦❛❞ Li✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦st ✐♥ ✭✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s
♠✐♥✐♠✐③❡

P t
i

∑

∀i∈S

Θi,

s✉❜❥❡❝t t♦ 0 ≤ Li ≤ 1, ∀i ∈ S

0 ≤ P t
i ≤ Pmax

i , ∀i ∈ S,

✭✶✷✮



✽ ▼♦❤❛♥❛❞ ❆❧❤❛❜♦ ❡t ❛❧✳

✇❤❡r❡ Pmax
i ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ❝❡❧❧ i ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭0 ≤ Li ≤ 1✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡s ❜② ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣
s❡r✈✐❝❡ t♦ ❛❧❧ ❯❊s s❡r✈❡❞ ❜② ❝❡❧❧ i ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ δi✳ ❆
❞②♥❛♠✐❝ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧
✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐s s✉✣❝✐❡♥t ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
✭✶✷✮✳

✹ ❊♥❡r❣② ❊✣❝✐❡♥t ●❛♠❡ ❚❤❡♦r❡t✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤

✹✳✶ ❊♥❡r❣② ❊✣❝✐❡♥t ●❛♠❡ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣
❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❛t ✐s ♣❧❛②❡rs✱ str❛t❡❣② ✭♦r ❛❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Γ =
{

S, {Ai}i∈S , {ui}i∈S

}

✳

❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r Qi ∈ S ❤❛s Ai =
{

ai,1, ai,2, · · · , ai,|Ai|

}

s❡t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✇❤❡r❡

❛ str❛t❡❣② ♦❢ ❝❡❧❧ i✱ ✐✳❡✳✱ ai✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r P t
i ∈

[0,
Pmax

i

2
,
2Pmax

i

3
, Pmax

i ]✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ai ♦❢ ❝❡❧❧ i ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r
❝❡❧❧s a−i ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ui ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝❡❧❧ i ✇❤❡r❡
ui(ai,a−i) = −Θi✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r Qi ❝❤♦♦s❡s
✐ts ❜❡st str❛t❡❣② t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡st ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳

✶✳ P❧❛②❡rs✿ ❛r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s✱ ✭Q1, · · · , Qi, · · · , Qn✮ ∀i ∈ S✳
✷✳ ❙tr❛t❡❣✐❡s✿ Ai; ∀i ∈ S r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ♣❧❛②❡r Qi ∈ S✳

❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐✳❡✳✱ Qi✱ ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♦❢ ✵ ❛♥❞

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♦❢ Pmax
i ✳ ❍❡♥❝❡✱ Ai = [0,

Pmax
i

2
,
2Pmax

i

3
, Pmax

i ]
✸✳ ❯t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✿ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ui(ai) ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣

❛❝t✐♦♥ ai ❢♦r ♣❧❛②❡r Qi✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✕ P♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✐s t❤❡ ❝♦st ❢♦r ♣❧❛②❡r Qi ∈ S ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣②
ai✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r P t

i

❛s ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛✐♠s t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r t❤❡ ❛✐♠
✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r s♦ ❛s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳

✕ ▲♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ❝❡❧❧
i ✇❤✐❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r Qi ∀i ∈ S✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❧♦❛❞✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ui(ai) = −Θi ✭✶✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❛♠❡ Γ =
{

S, {Ai}i∈S , {ui}i∈S

}

✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤
♣❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② a∗i = P t∗

i ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ♥♦
❣❛✐♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♦✇♥ ❛❝t✐♦♥✳



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✾

❚❤❡ str❛t❡❣② s❡t Ai ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
❣❛♠❡ Γ ♣❡r♠✐ts ❛t ❧❡❛st ❛ s✐♥❣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬✷✹❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s
♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ✐s ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
t❤❡♥ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❞❡♣❧♦② ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❛♠❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✺❪✱ ✐❢
t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❡✈❡r② ✜♥✐t❡
❣❛♠❡ ❤❛s ❛ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣♦✇❡r ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡r✬s str❛t❡❣②✱
t❤❡♥ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡r ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❈❊✮✳ ❆ ♠✐①❡❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❊✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❊ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛♥
♠✐①❡❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬✷✻❪✳ ❆ ❈❊ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ str❛t❡❣②
♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛② ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❜② s♦♠❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❈❊ ✐s ❛ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣t
✐♥ ❞❡♥s❡ ❙❈s ❍❡t◆❡ts ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❙❈s ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r✳
■♥ ❈❊✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ r❡✲
❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❈❈❊✮✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs
❞❡❝✐❞❡ t♦ ♣❧❛② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ t♦ ♣❧❛② ✐t✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♣❧❛②❡r Qi ❤❛s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②✲
❡rs ❛❧s♦ s❡❧❡❝t t♦ ❝♦♠♠✐t✳ ■❢ ✐t ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✐t
t❤❡♥ ✐t ♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧♦✇ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❬✷✻❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ε✲❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r Qi ∈ S ❤❛s
t❤❡ ❜❡st ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ str❛t❡❣② ❜❡❢♦r❡ s❡❡✐♥❣
t❤❛t str❛t❡❣② ✐ts❡❧❢✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Υi(t) =
[

Υi,1(t), Υi,2(t), · · · , Υi,|Ai|(t)
]

✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r Qi ∈ S ♣❧❛②s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ Ai ❛t t✐♠❡ t✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞✱ Υi,j(t) = P

(

ai(t) = ai,j
)

✐s t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ ♣❧❛②❡r Qi ∈ S✱
✇❤❡r❡ ai(t) ✐s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡r Qi ♣❧❛②❡❞ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✿ ε✲❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Υi ♦✈❡r str❛t❡❣② ✈❡❝t♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r Qi ∈ S ❛♥❞
❡✈❡r② str❛t❡❣② a∗i ∈ Ai ❛♥❞ ai ∈ Ai ✇❡ ❤❛✈❡✿

∑

a∗

−i∈A−i

(

ui(a
∗
i ,❛−i)Υ−i,❛−i

)

−
∑

a∈Ai

(

ui(a)Υi

)

≤ ε, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ Υ−i,❛−i =
∑

a∗

i ∈Ai

Υ (a∗i ,❛−i) ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

♣❧❛②❡r Qi ❛♥❞ ui(a) ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡r ✇❤❡♥ str❛t❡❣② a ✐s ♣❧❛②❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Υi✱ t❤❡ str❛t❡❣② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts
str❛t❡❣② a∗i ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✬ str❛t❡❣✐❡s a−i ∈ A−i✱ ✇❤❡r❡ a−i ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ ❛−i✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡t ♠❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ t✐♠❡
❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❋♦r ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ ε✲❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ε✲❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱



✶✵ ▼♦❤❛♥❛❞ ❆❧❤❛❜♦ ❡t ❛❧✳

✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❣r❡t ♠❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ s♦
t❤❛t ❛ ε✲❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
✉t✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ s♦ t❤❛t ♥♦ ♣❧❛②❡r ❤❛s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
t♦ ❞❡✈✐❛t❡✳

✹✳✷ ❘❡❣r❡t ▼❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❊♥❡r❣② ❊✣❝✐❡♥t ●❛♠❡ ❙♦❧✉t✐♦♥✿
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▲❡❛r♥✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✉t✐❧✐t②✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ✉s❡s t❤❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡t ♠❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts r❡❣r❡t ♦❢
♥♦t ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛❝t✐♦♥ t❛r❣❡t✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡❣r❡t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❜② r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ε✲❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆ss✉♠❡
t❤❛t ♣❧❛②❡r Qi ∈ S r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❛❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ Υi ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦rs ✐ts ✉t✐❧✐t② ui ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡✐r str❛t❡❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Υ−i✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✉t✐❧✲
✐t②✱ ♣❧❛②❡r Qi ♠❛② r❡❣r❡t ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ai(t)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
r❡❣r❡t✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ui ❛♥❞ t❤✐s ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡
❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ Li ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❡ r❡✲
q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♣❧❛②❡r Qi ♥❡❡❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ r❡❣r❡t
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ♣❧❛②❡❞ ❬✷✼❪✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡ t✱ ♣❧❛②❡r Qi ❛❞❥✉sts ✐ts
♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Υi ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❣r❡t✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡❣r❡t ♠❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❋✐rst✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ui(t−1)✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r Qi ❡st✐♠❛t❡s
✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❛❝t✐♦♥ ❛s

uesti (t) = uesti (t− 1) + ρi

(

ui(t− 1)− uesti (t− 1)
)

, ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ uesti (t) ✐s t❤❡ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ♣❧❛②❡r Qi✱ u
est
i (t − 1) ✐s t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ρi ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✉t✐❧✐t②✳
❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ r❡❣r❡t resti (t) ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❛❝t✐♦♥ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ✭✶✺✮ ❛s

resti (t) = resti (t− 1) + τi

(

uesti (t− 1)− ui(t− 1)− resti (t− 1)
)

, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ resti (t−1) ✐s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❣r❡t ❛♥❞ τi ✐s t❤❡ r❡❣r❡t ❧❡❛r♥✐♥❣
r❛t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❣r❡t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s Υ est

i (t) ❛s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

Υ est
i (t) = Υ est

i (t− 1) + ψi

(

Gi

(

resti (t)
)

− Υ est
i (t− 1)

)

, ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ Υ est
i (t − 1) ✐s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ str❛t❡❣② ❛♥❞ ψi ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s ✭ρi✱ τi ❛♥❞ ψi✮ t❛❦❡
t❤❡ s❝❤❡♠❡ 1/te✱ ✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✳



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✶✶

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣②
✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✐ts r❡❣r❡t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t str❛t❡❣②✳ ❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣r❡t ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦
❤✐❣❤✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❇●✮ ❬✷✼❪✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Gi✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Υi(t) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✼✮✳ ❇● ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇❡✐❣❤s t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ❛❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡❣r❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡❣r❡t ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡✐r
♣❧❛②❡❞ ❛❝t✐♦♥s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❇● ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Gi

(

resti (t)
)

=
exp

(

Ωir
est
i (t)

)

∑

∀i∗∈Ai

exp
(

Ωiresti∗ (t)
) , ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ Ωi ✐s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r > 0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♣❧❛②❡r
Qi t♦ s❡❧❡❝t ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
✐♠♣r♦✈✐♥❣ r❡❣r❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
t✐♠❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② Υi(t) ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ε✲❝♦❛rs❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♣❧❛②❡r ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts
♣❧❛②❡❞ ❛❝t✐♦♥✳

✹✳✸ ❈❡❧❧ ❘❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❍❛♥❞♦✈❡r ❉❡❝✐s✐♦♥

❆❢t❡r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❍❖ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙■◆❘✱ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❯❊ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❙■◆❘ ✐s
❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ♣❛rt✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s
t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥ ❍❖ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❚❖P❙■❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✷✽❪
❬✷✾❪✱ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st t❛r❣❡t ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❢♦r ❍❖ ❜② r❛♥❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❍❖ ♠❡tr✐❝s ✭❙■◆❘✱ ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❧♦❛❞✮ ❢♦r ❛❧❧
❝❡❧❧s ❛r❡ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡
❬✸✵❪ s♦ ❛s t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❙❉✮ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡✈❡r② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s ❧❡ss ✇❡✐❣❤t ❢♦r ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♠❡tr✐❝s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❛r❡ ❣✐✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆❢t❡r ❍❖ ♠❡tr✐❝s ✇❡✐❣❤t✐♥❣✱ t❤❡
❜❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❖P❙■❙ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
r❛♥❦ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ❍❖ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ❚❖P❙■❙ ✇✐t❤ ❙❉
✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s✿
❙t❡♣ ✶✿ ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ D✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛❣❛✐♥st
❛ttr✐❜✉t❡s

D =















x11 x12 x1n
x21 x22 x2n
x31 x32 x3n
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

xm1 xm2 xmn















, ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ n = 1, · · · , 3✱ m = 0, 1, 2, · · · , Nsc✱ xij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ jth

❛ttr✐❜✉t❡ ✭❍❖ ♠❡tr✐❝✮ ❢♦r t❤❡ ith ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭❝❡❧❧✮✳



✶✷ ▼♦❤❛♥❛❞ ❆❧❤❛❜♦ ❡t ❛❧✳

❙t❡♣ ✷✿ ❆ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ❙q✉❛r❡ r♦♦t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐①

xnormij =
xij

√

∑m
i=1

a2ij

, xnormij ∈ [0, 1], ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ xnormij ✐s t❤❡ jth ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ t❤❡ ith ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
❙t❡♣ ✸✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛tr✐① ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤✐s st❡♣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

D
n,w =















d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

dm1 dm2 dm3















✭✷✶✮

s✉❜❥❡❝t t♦
∑

j∈n

wj = 1, ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ dij ✐s t❤❡ jth ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ t❤❡ ith ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐✳❡✳✱
d11 = xnorm11 · w1✱ d12 = xnorm12 · w2 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ❙❉ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡
❬✸✵❪ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s

wsd
j =

σj
∑n

k=1
σk
, ✭✷✸✮

σj =

√

√

√

√

1

m

m
∑

i=1

(xnormij − µj)2, ✭✷✹✮

µj =
1

m

m
∑

i=1

xnormij , ✭✷✺✮

✇❤❡r❡ σj ❛♥❞ µj ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ jth ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡✳
❙t❡♣ ✹✿ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧
♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s z+✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
z−✮ ❜②

z+ =
{

(max
i∈m

Dn,w
ij | j ∈ j+), (min

i∈m
Dn,w

ij | j ∈ j−)
}

=
{

d+1 , d
+

2 , d
+

3

}

,
✭✷✻✮

z− =
{

(min
i∈m

Dn,w
ij | j ∈ j+), (max

i∈m
Dn,w

ij | j ∈ j−)
}

=
{

d−1 , d
−
2 , d

−
3

}

,
✭✷✼✮

✇❤❡r❡ j+ ✐s t❤❡ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
✈❛❧✉❡ t❤❡ ❜❡tt❡r✮✱ ❛♥❞ j− ✐s t❤❡ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✶✸

✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ t❤❡ ❜❡tt❡r✮✳
❙t❡♣ ✺✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❜♦t❤
t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❞❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇

dist+ =

√

√

√

√

n
∑

j=1

(Dn,w
ij − d+j )2, ∀i = 1, · · · ,m ✭✷✽✮

dist− =

√

√

√

√

n
∑

j=1

(Dn,w
ij − d−j )2, ∀i = 1, · · · ,m ✭✷✾✮

❙t❡♣ ✻✿ ❆ ❘❛♥❦✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ Rn✱ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❧♦s❡♥❡ss
♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s

Rn =
dist−

max(dist−)
− dist+

min(dist+)
, ∀i = 1, · · · ,m. ✭✸✵✮

❙t❡♣ ✼✿ ❆ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ r❛♥❦✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ Rn ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s
s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ t❛r❣❡t ❢♦r ❍❖✳

❍❖t❛r❣❡t = argmax
i∈m

Rn(i). ✭✸✶✮

✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡✐r ♣♦✇❡r
♠♦❞❡ ❢r♦♠ ❛❝t✐✈❡ t♦ ✐❞❧❡ ♠♦❞❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✉♥♥❡❝❡ss❛r②
❍❖ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉sts
✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ♣♦✇❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❝❡❧❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❚❖P❙■❙✳ ■♥
❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢
❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳

✺✳✶ P♦✇❡r ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙❈ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❯❊s ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤r❡❡
s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❛t ✐s ✸✵✱ ✺✵ ❛♥❞ ✾✵ ❦♠✴❤✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r✐s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯❊s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧s ❛r❡ ♥♦t ♦♣t✐♠✐s❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯❊s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱
t❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤✐s ♥❡❡❞s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s ♦♥
❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛✉s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳
❲✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❡✳❣✳ ✾✵ ❦♠✴❤✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧
♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❯❊s ❛r❡ ❦❡♣t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡



✶✹ ▼♦❤❛♥❛❞ ❆❧❤❛❜♦ ❡t ❛❧✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

▼❈ r❛❞✐✉s ✺✵✵ ♠❡t❡rs
❙❈ r❛❞✐✉s ✶✵✵ ♠❡t❡rs
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙❈s ✹✵
❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✷✵ ▼❍③
▼❈ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✹✻ ❞❇♠
❙❈ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✸✵ ❞❇♠
❯❊ ✈❡❧♦❝✐t② ④✵✱ ✶✵✱ ✷✵✱ ✹✵✱

✻✵✱ ✽✵✱ ✶✵✵⑥ ❦♠✴❤
P❛❝❦❡t ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ✶ ❦❜♣s

▼❡❛♥ ♦✛❡r❡❞ tr❛✣❝
( λi,k

1/µi,k

)

✶✽✵ ❦❜♣s

❇♦❧t③♠❛♥♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Ωi ✶✵
(α, β) ✭✵✳✺✱ ✵✳✺✮
▲❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❡①♣♦♥❡♥ts e ❢♦r ρi, τi, ψi ✭✵✳✻✱ ✵✳✼✱ ✵✳✽✮

5 10 15 20 25 30 35 40
0.61

0.62

0.63

0.64

0.65
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❋✐❣✉r❡ ✷ ❆✈❡r❛❣❡ ❙❈ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

♠❛❝r♦❝❡❧❧ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛t ✐❞❧❡ ♠♦❞❡✳ ❋♦r ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ✸✵ ❦♠✴❤✱
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦✇ s♣❡❡❞ ❯❊s ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛t ❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❯❊s ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡
s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s s✇✐t❝❤ t♦ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r s❡r✈✐❝❡s t♦ t❤❡ ❯❊s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♥♦t✐❝❡❛❜❧②✳

✺✳✷ ❯♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❛♥❞♦✈❡r

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❯❊ ❜❡❣✐♥s ❛ ❍❖ ♣r♦❝❡ss
t♦ ❝❡❧❧ i ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝❡❧❧ ❛❢t❡r ♦♥❡ s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯❊s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛t



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✶✺
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❋✐❣✉r❡ ✸ ❯♥♥❡❝❡ss❛r② ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛❧❧ ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✸✵ ❦♠✴❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❯❊s ✐s ✷✵✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇s ✸✷✳✽✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥♥❡❝❡ss❛r②
❍❖ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦r ❛❧❧
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯❊s t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✺✳✸ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t

❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❯❊s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞
❤❛s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ❛t ❛❧❧ ❯❊ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❯❊ ✐s ✸✵ ❦♠✴❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯❊s ✐s ✷✵✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞ ❤❛s ✺✹✳✼✪ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞❡❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❯❊s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦❝❡❧❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛t ❧♦✇❡r ❯❊ s♣❡❡❞s✱ ❡✳❣✳✱ ✸✵ ❦♠✴❤✱ t❤❡
t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯❊s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
s♠❛❧❧ ❝❡❧❧✳ ❋✐❣✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❯❊
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ❋✐❣✳✹✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥
❋✐❣✳✺ r❡❞✉❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❯❊s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡r s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ❍❖ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❍❡t◆❡ts✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡❣r❡t ♠❛t❝❤✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛♠❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ tr✐❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r



✶✻ ▼♦❤❛♥❛❞ ❆❧❤❛❜♦ ❡t ❛❧✳
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Conventional, number of UEs = 10
Proposed, number of UEs = 10
Proposed, number of UEs = 20
Proposed, number of UEs = 30
Proposed, number of UEs = 40

❋✐❣✉r❡ ✺ ❆✈❡r❛❣❡ ❙❈ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✈s✳ ❯❊ ✈❡❧♦❝✐t②

s♦ ❛s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ε✲❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡✲
❣r❡tt✐♥❣ t♦ ♣❧❛② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str❛t❡❣② ❛♥❞ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♥❡✇ str❛t❡❣② t❤❛t ❣✐✈❡s
t❤❡ ❜❡st ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❖P❙■❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❤❛s
❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ❧♦❛❞❡❞ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ ✐♥t♦ ✐❞❧❡ ♠♦❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❍❖ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❯❊
❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❳✳ ❈❤✉✱ ❉✳ ▲♦♣❡③✲P❡r❡③✱ ❨✳ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ ❋✳ ●✉♥♥❛rss♦♥✱ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡t✇♦r❦s✿
❚❤❡♦r②✱ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡♣❧♦②♠❡♥t✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❯❑ ✭✷✵✶✸✮



❚✐t❧❡ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❉✉❡ t♦ ❊①❝❡ss✐✈❡ ▲❡♥❣t❤ ✶✼

✷✳ P✳ ❳✉✱ ❳✳ ❋❛♥❣✱ ❘✳ ❍❡✱ ❛♥❞ ❩✳ ❳✐❛♥❣✱ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❤❛♥❞♦✛ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐r❡❧❡ss tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss ✐♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱ ♣♣✳ ✸✶✼â⑨➇✸✷✺✱ ✭✷✵✶✸✮

✸✳ ❘✳ ❙✐♥❣♦r✐❛✱ ❚✳ ❖❧✐✈❡✐r❛✱ ❛♥❞ ❉✳ P✳ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❤❛♥❞♦✈❡rs✿ ❝❛❧❧ ❛❞✲
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