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t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t ✜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡

r❡♣♦s✐t♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♣❣r❛❞❡❞❀ ✐t ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❢✉t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥② ❜✉❣✜①❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❤❢♦❞❞ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛ ❥♦✉r♥❛❧✳ ■t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢

♥❡✇ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡s✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❣✉✐❞❡ ✐s ❛ ❧♦♥❣ ✇r✐t❡✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✳

❚❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ s✉♣❡rs❡❞❡s ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ■♥ t❤❡ s❡r✐❛❧ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥

✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ r❡♠❛✐♥s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s✳ ❖♥❡

s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮✱ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡

✇❡r❡ ♥♦t t❤♦r♦✉❣❤❧② t❡st❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r ✉s❡

✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ♦♣t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ✜ss✐♦♥ ✇❡r❡

♥♦t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r❛❣✐❧❡✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶❪✕❬✽❪ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞✱ ✉♥❧❡ss

❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧♦♥❣ ✇r✐t❡✲✉♣✳

❚❤❡ ✉s❡r ♠✉st ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✈❛r✐♦✉s ❇▲❆❙✱ ▲❆P❆❈❑✱ ❛♥❞ ▲■◆P❆❈❑ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✱

✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣r❡✲✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠ ♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

◆❡t❧✐❜ ❘❡♣♦s✐t♦r② ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡♥♥❡ss❡❡✱ ❑♥♦①✈✐❧❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥❡t❧✐❜✳♦r❣✴✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❢♦❞❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡♣♦s✐t♦r②

❛t ❤tt♣s✿✴✴✇❡❜✜❧❡s✳②♦r❦✳❛❝✳✉❦✴❍❋❖❉❉✴✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥

♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞✉❧❡s✳

❱❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✐s ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡✿ ❛♥②♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ✐t

❛♥❞✴♦r ♠♦❞✐❢② ✐t ✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡ ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞

❜② t❤❡ ❋r❡❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ✸ ♦❢ t❤❡ ▲✐❝❡♥s❡✱ ♦r ❛♥② ❧❛t❡r ✈❡rs✐♦♥✳

http://www.fuw.edu.pl/~dobaczew/hfodd/hfodd.html
https://webfiles.york.ac.uk/HFODD/
http://www.netlib.org/
https://webfiles.york.ac.uk/HFODD/


❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸

❈♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✇❛rr❛♥t②❀

✇✐t❤♦✉t ❡✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✇❛rr❛♥t② ♦❢ ♠❡r❝❤❛♥t❛❜✐❧✐t② ♦r ✜t♥❡ss ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣✉r♣♦s❡✳

❙❡❡ t❤❡ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❣❧❛❞❧② r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦

❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✇♦r❦❢♦r❝❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s❡r s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢

t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❧✐sts ❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡✇ ✐♥♣✉t ❦❡②✇♦r❞s ❛♥❞ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s✱

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦r ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡ ✇❡r❡

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸ ❬✷❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ t❤❡② r❡♠❛✐♥ ❡①❛❝t❧②

t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡

♦❢ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❦❡②✇♦r❞s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ❛♥②

♦r❞❡r ❛♥❞✱ ✉♥❧❡ss ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♦♥❡

❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ ❡✈❡r② ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❦❡②✇♦r❞s ❣r♦✇s ❛♥❞ ❝♦✈❡rs

♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧✇❛②s ❛❜✐❞❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲

✸ ❬✷❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❦❡②✇♦r❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡

❤❢♦❞❞✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❦❡②✇♦r❞s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥s ✸✶✶ ✐t❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♦✈❡r ♥✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❯s❡r✬s ●✉✐❞❡ ❬✶✷❪ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥

❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮

✷✳✶✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ t❤r❡❡✲ ❛♥❞ ❢♦✉r✲❜♦❞② ❝❡♥tr❛❧ t❡r♠s

■♥ ❤✐s s❡♠✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪✱ ❚✳ ❍✳ ❘✳ ❙❦②r♠❡ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t❛❝t t❤r❡❡✲❜♦❞② t❡r♠✳ ❍❡ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

s✉❝❤ ❛ t❤r❡❡✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦

t❤❡ t✇♦✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❛r ❞❡♥s✐t② ρ0✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t✇♦✲❜♦❞② t❡r♠ ❜② ❱❛✉t❤❡r✐♥

❛♥❞ ❇r✐♥❦ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡

❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ✐ts s♣✐♥✲❞✐r❡❝t ❛♥❞ s♣✐♥✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rts ❛♥❞✱ ♣♦ss✐❜❧②✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r α✳ ■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

v̂3(i, j) =
1
6
t3

(

1 + x3P̂
σ
ij

)

ρα0 (Rij) δ(rij), ✭✶✮

✇❤❡r❡ Rij ❛♥❞ rij ❛r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r✲♦❢✲♠❛ss ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤

❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❢♦r❝❡ ✭❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ x3 ❛♥❞ α ❛r❡ s❡t t♦ ✶✮ ❜✉t

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ❬✶✹❪✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧

t❤❛t t❤✐s t❡r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦❜❡② t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s

s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s✳

■t ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡s ♠✐❣❤t ♣r❡✈❡♥t ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭▼❘✮ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦

♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞ ❡♥❡r❣② ❦❡r♥❡❧s ✐♥ ▼❘ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✼✱ ✷✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦

http://www.gnu.org/licenses/


❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹

❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❙❦②r♠❡✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t❧❡ss t❤r❡❡✲❜♦❞②

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✐s t❤❡

♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✷✷✱ ✷✸❪✱

v̂3(i, j, k) = 3u0 δ(rij) δ(rik) . ✭✷✮

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t3 = 3u0 ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥st❡❛❞ ❬✶✹✱ ✷✹❪✳

❙❦②r♠❡✬s ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t❧❡ss ❢♦✉r✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ s♦♠❡ r❡❝❡♥t ❜❡②♦♥❞ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✺❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ t❤r❡❡✲

❜♦❞② ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡

❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✷❪✱

v̂4(i, j, k, l) = 12 v0 δ(rij) δ(rik) δ(ril) . ✭✸✮

❚❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤r❡❡ ❛♥❞ t✇❡❧✈❡ ✐♥ ❊qs✳ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ❧✐❦❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✷❪ ❛r❡ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢

t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✳

✷✳✷✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠s

❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❣r❡❛t❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊❉❋✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❡r♠s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✇❡r❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧②

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵s✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✱ ❜✉t ✇❡r❡ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ♥❡✈❡r ✉s❡❞

s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✐s♦s♣✐♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❝❡♥tr❛❧ t❤r❡❡✲❜♦❞② ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❛❧

✇✐t❤ t✇♦ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✷✸❪

v̂(i, j, k) = u1

{(

1 + y1P̂
σ
ij

)

1
2

[

k̂
† 2
ij δ(rik) δ(rjk) + δ(rik) δ(rjk) k̂

2
ij

]

+
(

1 + y1P̂
σ
ik

)

1
2

[

k̂
† 2
ik δ(rij) δ(rjk) + δ(rij) δ(rjk) k̂

2
ik

]

+
(

1 + y1P̂
σ
jk

)

1
2

[

k̂
† 2
jk δ(rij) δ(rik) + δ(rij) δ(rik) k̂

2
jk

]}

+ u2

{[

1 + y21P̂
σ
ij + y22

(

P̂ σ
ik + P̂ σ

jk

)]

k̂
†
ij δ(rik) δ(rjk) · k̂ij

+
[

1 + y21P̂
σ
ik + y22

(

P̂ σ
ij + P̂ σ

jk

)]

k̂
†
ik δ(rij) δ(rjk) · k̂ik

+
[

1 + y21P̂
σ
jk + y22

(

P̂ σ
ij + P̂ σ

ik

)]

k̂
†
jk δ(rij) δ(rik) · k̂jk

}

, ✭✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs u1✱ y1✱ u2✱ y21 ❛♥❞ y22✳ ❚❤❡ ❊❉❋ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡✲

❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t ❣❡♥❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❛ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

t❤❛t ✐s ❜✉✐❧t ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❦②r♠❡

❊❉❋✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝t ❣❡♥❡r❛t♦rs t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞

❧✐❦❡✲♣❛rt✐❝❧❡ T = 1 ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❊❉❋✱ ❛s ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪✱ ❛r❡

❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✺

✷✳✸✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ t❡♥s♦r t❡r♠s

❚❤❡ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❞♦❡s ♥♦t

✐♥❝❧✉❞❡ t❡♥s♦r t❡r♠s✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ③❡r♦✲r❛♥❣❡ t❡♥s♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❜② ❙❦②r♠❡ ✐♥ ❤✐s s❡♠✐♥❛❧

✇♦r❦ ❬✶✸❪✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢s✳ ❬✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✿

v̂T(i, j) = 1
2
te

{

(

3(σi · k′)(σj · k′)− (σi · σj)k
′2) δ (rij)

+ δ (rij)
(

3(σi · k)(σj · k)− (σi · σj)k
2
)

}

+ to

{

3
2
(σi · k′)δ (rij) (σj · k) + 3

2
(σj · k′)δ (rij) (σi · k)

− (σi · σj)k
′δ (rij)k

}

, ✭✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛❝ts ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❙✲ ❛♥❞ ❉✲✇❛✈❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

❛❝ts ✐♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡✳ P❛r❛♠❡t❡rs te ❛♥❞ to ❛r❡ ♥❡✇ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ✭▲❊❈s✮

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t t❡♥s♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❜♦t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈❡♥ ✭❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥ t✐♠❡✲

❡✈❡♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✮ ❛♥❞ t✐♠❡✲♦❞❞ ✭❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥ t✐♠❡✲♦❞❞ ❞❡♥s✐t✐❡s✮ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❊❉❋✳

❚❤❡ t❡♥s♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❦②r♠❡ ❊❉❋ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈❡♥ ✭t✲❡✈❡♥✮ s❡❝t♦r ✐s✿

HT, t−even
t (r) = CJ

t J
2
t +∆HT, t−even

t (r)

= (CJ
t +BJ

t )J
2
t +BX

t
1
2

{(

Tr Jt

)2

+ Tr J2
t

}

, ✭✻✮

✇❤❡r❡ t = 0, 1 ❞❡♥♦t❡s ✐s♦s❝❛❧❛r ❛♥❞ ✐s♦✈❡❝t♦r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ pn✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❉❋❚ t❤❡s❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② s✉♠s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥

❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧♦❝❛❧ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♣s❡✉❞♦t❡♥s♦r ❞❡♥s✐t②

Jt,µν(r) ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② st,ν(r, r
′) ❛s✿

Jt,µν(r) =
1
2i
{(∇µ −∇′

µ)st,ν(r, r
′)}

r=r′ ✭✼✮

✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s J2t ✱

J
2
t ≡

∑

µν

J2
t,µν . ✭✽✮

❚❤❡ t❡♥s♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❦②r♠❡ ❊❉❋ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲♦❞❞ ✭t✲♦❞❞✮ s❡❝t♦r ✐s✿

HT, t−odd
t (r) = CT

t st · Tt + C∆s
t st ·∆st +∆HT, t−odd

t (r)

= (CT
t +BT

t )st · Tt + (C∆s
t +B∆s

t )st ·∆st

+ BF
t st · Ft +B∇s

t (∇ · st)2, ✭✾✮

✇❤❡r❡ s ❛♥❞ T ❛r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣✐♥ ❛♥❞ s♣✐♥✲❦✐♥❡t✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡

t❡♥s♦r✲❦✐♥❡t✐❝ ❞❡♥s✐t② ❬✷✼❪ F r❡❛❞s✱

Ft,ν(r) =
1
2

[

∑

µ

{

(∇ν∇′
µ +∇′

ν∇µ)st,µ(r, r
′)
}]

r=r′

. ✭✶✵✮

■♥ ❊qs✳ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ CJ
t ✱ C

T
t ✱ ❛♥❞ C

∆s
t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❡♥s♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❡❧❞✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✸✷✱ ✶❪✳ ❚❡♥s♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✺✮ ❛❞❞s t♦ t❤❡s❡



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✻

t❡r♠s ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ BJ
t ✱ B

T
t ✱ ❛♥❞ B

∆s
t ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡♥s♦r ❢♦r❝❡ ❛❧s♦ ❛❞❞s ♥❡✇ t❡r♠s ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❡r♠s ∆HT, t−even
t ❛♥❞ ∆HT, t−odd

t ✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts

BX
t ✱BF

t ✱ ❛♥❞ B
∇s
t ✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts BX

t ✱ BF
t ✱ ❛♥❞ B

∇s
t ❢♦r t = 0, 1✱

❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡s ❈❙❈❚❴❳✱ ❈❑■❚❴❳✱ ❛♥❞ ❈❙P❚❴❳ ❢♦r ❳❂P✱▼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞

♣r✐♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✬s ♦✉t♣✉t✳

❚❤❡ t✇❡❧✈❡ ♥❡✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts BJ
t ✱ B

X
t ✱ BT

t ✱ B
∆s
t ✱ BF

t ✱ ❛♥❞ B∇s
t ❢♦r t = 0, 1

r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ te ❛♥❞ 3to ❛s

BJ
0 = 1

8
(te + 3to), BJ

1 = −1
8
(te − to), ✭✶✶✮

B∆s
0 = 3

32
(te − to), B∆s

1 = − 1
32
(3te + to), B∇s

t = 3B∆s
t ✭✶✷✮

BX
t = − 3BJ

t , BT
t = −BJ

t , BF
t = 3BJ

t . ✭✶✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✮ ✐t

✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♣s❡✉❞♦t❡♥s♦r ❞❡♥s✐t② ✭✼✮ ✐♥t♦ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r✱

✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ r❛♥❦✲✷ ♣s❡✉❞♦t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✷✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❊q✳ ✭✽✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

J
2
t =

1
3
(J

(0)
t )2 + 1

2
Jt

2 +
∑

µν

(

J
(2)
t,µν

)2

. ✭✶✹✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡✿

1
2

{(

∑

µ

Jt,µµ

)2

+
∑

µν

Jt,µνJt,νµ

}

= 2
3
(J

(0)
t )2 − 1

4
Jt

2 + 1
2

∑

µν

(

J
(2)
t,µν

)2

, ✭✶✺✮

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ∆HT, t−even
t (r) ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✷✼❪✮ ✿

∆HT, t−even
t = BJ0

t (J
(0)
t )2 +BJ1

t Jt
2 +BJ2

t

(

J
(2)
t,µν

)2

, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡

BJ0
t = −5

3
BJ

t , BJ1
t = 5

4
BJ

t , and BJ2
t = −1

2
BJ

t . ✭✶✼✮

■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ③❡r♦✲r❛♥❣❡ t❡♥s♦r ❢♦r❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ t❡r♠s ✐♥ t❤❡

t✐♠❡✲❡✈❡♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■t ♦♥❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❙❦②r♠❡

❊❉❋ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts CJ0
t = 1

3
CJ

t ✱ C
J1
t = 1

2
CJ

t ✱ ❛♥❞ C
J2
t = CJ

t ❬✷✼❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

s✐♥❣❧❡✲r❡❢❡r❡♥❝❡ ❉❋❚ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♠✐❝❦❡❞ ❜② r❡❛❞❥✉st✐♥❣

t❤❡ ❙❦②r♠❡✲❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ CJ0
t ✱ CJ1

t ✱ ❛♥❞ CJ2
t ✇❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ t❡♥s♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮

♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ s❡♣❛r❛t❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts CJ0
t ✱ CJ1

t ✱ ❛♥❞ CJ2
t ❤❛s ♥♦t ②❡t

❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ r❡❛❞❥✉st♠❡♥t ♦r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❞✐r❡❝t ✜t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✬s

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts t♦ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✇❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢

t❤❡ s✐♥❣❧❡✲r❡❢❡r❡♥❝❡ ❉❋❚✱ ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts ❊❉❋ ❛s ❛ ♣r✐♠❛r② ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ❬✷✽✱ ✸✵✱ ✸✶❪✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐t ❜r❡❛❦s ❜♦♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤❛t ♣r❡❝❧✉❞❡s ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲r❡❢❡r❡♥❝❡

❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉❡ t♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❦❡r♥❡❧s ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵❪✳

❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ▲❊❈s✱ te ❛♥❞ to✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ✜t t♦ ♠❛ss❡s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷✽✱ ✸✵❪✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✼

❘❡❢✳ ❬✷✾❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✜t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❡♥s♦r✬s

▲❊❈s t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ s♣✐♥✲♦r❜✐t s♣❧✐tt✐♥❣s ✐♥ ❞♦✉❜❧❡✲♠❛❣✐❝ ♥✉❝❧❡✐ 40❈❛✱
48❈❛✱ ❛♥❞ 56◆✐✳

✷✳✹✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ ✐s♦s♣✐♥✲❜r❡❛❦✐♥❣ t❡r♠s

■s♦s♣✐♥ s②♠♠❡tr② ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ ♥❛t✉r❡✳ ❆t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

❧❡✈❡❧ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐t ✐s ❜r♦❦❡♥ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡s ♦❢

❝♦♥st✐t✉❡♥t q✉❛r❦s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤❡r❡ q✉❛r❦s ❛♥❞

❣❧✉♦♥s ❛r❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ t❤❡

✐s♦s♣✐♥✲s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭■❙❇✮ ❝♦♠❡s✱ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❛❧❜❡✐t t♦ ❛ ♠✉❝❤ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❡❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ■❙❇ ♥✉❝❧❡❛r

❢♦r❝❡s✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡❛r ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❡♥❧❡② ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ❬✸✸✱ ✸✹❪✳ ❆♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❧❛ss✲■ ✐s♦s❝❛❧❛r

❢♦r❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ■❙❇ ❢♦r❝❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❧❛ss✲■■ ✐s♦t❡♥s♦r ❢♦r❝❡✱

❝❧❛ss✲■■■ ✐s♦✈❡❝t♦r ❢♦r❝❡✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss ■❱ ❢♦r❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐①❡s ✐s♦s♣✐♥ ❛❧r❡❛❞② ❛t t❤❡ t✇♦✲

❜♦❞② ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ✜♥✐t❡ ♥✉❝❧❡✐ t❤❡ ■❙❇ ❡✛❡❝ts ♠❛♥✐❢❡st t❤❡♠s❡❧✈❡s ✈❡r② ❝❧❡❛r❧② ❛❧r❡❛❞② ✐♥

t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐rr♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥❡r❣②

✭▼❉❊✮✿

MDE = BE(T, Tz❂− T )− BE(T, Tz❂+ T ), ✭✶✽✮

❛♥❞ tr✐♣❧❡t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ✭❚❉❊✮✿

TDE = BE(T❂1, Tz❂− 1)+BE(T❂1, Tz❂+1)− 2BE(T❂1, Tz❂0).✭✶✾✮

❚❤❡ ▼❉❊s ❛♥❞ ❚❉❊s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣

✭❈❙❇ ♦r ❝❧❛ss✲■■■✮ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❈■❇ ♦r ❝❧❛ss✲■■✮ t❡r♠s ✐♥ t❤❡

♥✉❝❧❡❛r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈❧❛ss✲■❱ ❢♦r❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛s ♥♦ ✜r♠ ❡✈✐❞❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❢♦r❝❡ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❞❛t❛✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ✭✶✽✮ ♦r ✭✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡

r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙❇✱

s❡❡ ❘❡❢s✳ ❬✸✺✱ ✸✻✱ ✸✼✱ ✸✽✱ ✸✾✱ ✹✵✱ ✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝✐t❡❞ t❤❡r❡✐♥✳ ❚❤✐s ❞❡✜❝✐❡♥❝②

❝♦♥❝❡r♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞

♦♥ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐s♦s❝❛❧❛r ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ▼❉❊s ❛♥❞ ❚❉❊s ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❙❦②r♠❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣✱ ✜rst✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣✲♦r❞❡r ✭▲❖✮ ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✲■■ ❛♥❞

❝❧❛ss✲■■■ ❬✹✶❪ ❛♥❞✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ■❙❇ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t✲t♦✲

❧❡❛❞✐♥❣ ✭◆▲❖✮ ♦r❞❡r ✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬✹✸❪✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ■❙❇ t❡r♠s r❡❛❞✿

V̂ II(i, j) = tII0

(

1 + xII0 P̂σ

)

δ (rij) T̂
(ij)

+
[

1
2
tII1

(

1 + xII1 P̂σ

)

(

δ (rij)k
2 + k′2δ (rij)

)

+ tII2

(

1 + xII2 P̂σ

)

k′δ (rij)k
]

T̂ (ij), ✭✷✵✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✽

V̂ III(i, j) = tIII0

(

1 + xIII0 P̂σ

)

δ (rij) T̂
(ij)
z

+
[

1
2
tIII1

(

1 + xIII1 P̂σ

)

(

δ (rij)k
2 + k′2δ (rij)

)

+ tIII2

(

1 + xIII2 P̂σ

)

k′δ (rij)k
]

T̂ (ij)
z ,

✭✷✶✮

✇❤❡r❡ P̂σ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s♣✐♥✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ rij = ri − rj✱ k = 1
2i
(∇i −∇j) ❛♥❞

k′ = − 1
2i
(∇i −∇j) ❛r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❧❛t✐✈❡✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t

❛♥❞ ❧❡❢t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ T̂ (ij) = 3τ̂
(i)
3 τ̂

(j)
3 − ~̂τ

(i) ◦ ~̂τ (j) ❛♥❞ T̂
(ij)
z = τ̂

(i)
3 + τ̂

(j)
3 ❛r❡ t❤❡

✐s♦t❡♥s♦r ❛♥❞ ✐s♦✈❡❝t♦r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❊❉❋✮

❢r♦♠ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐s♦t❡♥s♦r ❢♦r❝❡s r❡❛❞✿

HIII
NLO = 1

2
tIII0

(

1− xIII0

)

(

ρ2n − ρ2p − s2n + s2p

)

+ 1
4
tIII1

(

1− xIII1

)

(

τnρn − τpρp − Tn · sn + Tp · sp
)

+ 1
4
tIII2

(

1 + xIII2

)

(

3τnρn − 3τpρp + Tn · sn − Tp · sp
)

− 3
16
tIII1

(

1− xIII1

)

(

∆ρnρn −∆ρpρp −∆sn · sn +∆sp · sp
)

+ 1
16
tIII2

(

1 + xIII2

)

(

3∆ρnρn − 3∆ρpρp +∆sn · sn −∆sp · sp
)

− 1
4
tIII1

(

1− xIII1

)

(

j2n − j2p − J2
n + J2

p

)

− 1
4
tIII2

(

1 + xIII2

)

(

3j2n − 3j2p + J2
n − J2

p

)

, ✭✷✷✮

HII
NLO = 1

2
tII0
(

1− xII0
)

(

ρ2n + ρ2p − 2ρnρp − 2ρnpρpn

− s2n − s2p + 2sn · sp + 2snp · spn
)

+ 1
4
tII1
(

1− xII1
)

(

τnρn + τpρp − τnρp − τpρn − τnpρpn − τpnρnp

− Tn · sn − Tp · sp + Tn · sp + Tp · sn + Tnp · spn + Tpn · snp
)

+ 1
4
tII2
(

1 + xII2
)

(

3τnρn + 3τpρp − 3τnρp − 3τpρn − 3τnpρpn − 3τpnρnp

+ Tn · sn + Tp · sp − Tn · sp − Tp · sn − Tnp · spn − Tpn · snp
)

− 3
16
tII1
(

1− xII1
)

(

∆ρnρn +∆ρpρp −∆ρnρp

−∆ρpρn −∆ρnpρpn −∆ρpnρnp

−∆sn · sn −∆sp · sp +∆sn · sp
+∆sp · sn +∆snp · spn +∆spn · snp

)

+ 1
16
tII2
(

1 + xII2
)

(

3∆ρnρn + 3∆ρpρp − 3∆ρnρp

− 3∆ρpρn − 3∆ρnpρpn − 3∆ρpnρnp

+∆sn · sn +∆sp · sp −∆sn · sp



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✾

−∆sp · sn −∆snp · spn −∆spn · snp
)

− 1
4
tII1
(

1− xII1
)

(

j2n + j2p − 2jn · jp − 2jnp · jpn

− J2
n − J2

p + 2Jn · Jp + 2Jnp · Jpn

)

− 1
4
tII2
(

1 + xII2
)

(

3j2n + 3j2p − 6jn · jp − 6jnp · jpn

+ J2
n + J2

p − 2Jn · Jp − 2Jnp · Jpn

)

, ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ ρ, τ, s,T , j, ❛♥❞ J ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❦✐♥❡t✐❝✱ s♣✐♥✱ s♣✐♥✲❦✐♥❡t✐❝✱

❝✉rr❡♥t✱ ❛♥❞ ✈❡❝t♦r s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡✱

t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✲■■■ ❧♦❝❛❧ ❢♦r❝❡ ✭✷✷✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ nn ❛♥❞ pp

❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ pn✲

s❡♣❛r❛❜❧❡ ❉❋❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✲■■ ❢♦r❝❡ ✭✷✸✮ ❞❡♣❡♥❞

❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ pn✲❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ pn✲♠✐①❡❞ ❉❋❚ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞

✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✹✹✱ ✹✺❪ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✼✸②✮ ♦❢ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ❬✽❪

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦❝r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✻✱ ✹✼✱ ✹✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

■♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥✲❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ■❙❇ ❝♦♥t❛❝t ❢♦r❝❡s ✭✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮ ❧❡❛❞s t♦

❛ s✐♠♣❧❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tIIi ❛♥❞ tIIIi ✭❢♦r i❂✵✱ ✶✱ ❛♥❞ ✷✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s♣✐♥✲

❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■❙❇ ❝♦♥t❛❝t

❢♦r❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲❖ ✭◆▲❖✮ ■❙❇ ❢♦r❝❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ✭s✐①✮ ♥❡✇ ▲❊❈s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡

❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❖✉r st✉❞✐❡s ❬✹✶✱ ✹✸❪ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜tt✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r

t❤❡ ♥❡✇ ▲❊❈s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✿ ❋✐rst❧②✱ ❢♦r t❤❡

♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ■❙❇ ▲❊❈s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■❙❇ t❡r♠s t♦ t❤❡ t♦t❛❧

❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✭❛t ❧❡❛st t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ st✉❞✐❡s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ N = Z ❧✐♥❡✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ■❙❇ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡

tr❡❛t❡❞ ❛s s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ❢r♦③❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱

t❤❡ ▼❉❊s ❛♥❞ ❚❉❊s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❈❙❇ ❛♥❞ ❈■❇ t❡r♠s ✐♥

t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐s♦t❡♥s♦r

▲❊❈s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❉❊s

❛♥❞ ❚❉❊s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❙▲②✹ ❬✹✽❪✱ ❛♥❞ ❙❦▼∗ ❬✹✾❪

❢♦r❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts✱ ❙❱T ❛♥❞ ❙❱T, SO ✭s❡❡ ❘❡❢s✳ ❬✷✵✱ ✺✵❪✮✱ ♦❢ t❤❡ ❙❱

❞❡♥s✐t②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✷✹❪ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡②♦♥❞✲♠❡❛♥✲✜❡❧❞

♠✉❧t✐✲r❡❢❡r❡♥❝❡ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❚❤❡② s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✜tt✐♥❣

str❛t❡❣② ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ ▲❊❈s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ ▼❉❊s ❛♥❞ ❚❉❊s ✐♥ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❞♦✉❜❧❡ts ❛♥❞ tr✐♣❧❡ts✱ s❡❡ ❘❡❢s✳ ❬✹✶✱ ✹✸❪

❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✵

❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡
▲❖ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ◆▲❖ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

t ❝❧❛ss✲■■ ❝❧❛ss✲■■■ t ❝❧❛ss✲■■ ❝❧❛ss✲■■■

❙❱T t0 3, 7± 0, 4 −7, 3± 0, 3 t0 −16± 3 11± 2

t1 22± 3 −14± 4

t2 1± 1 −7.8± 0.8

❙❱T, SO t0 −6.7± 0.3 t0 5± 2

t1 −3± 3

t2 −7.4± 0.7

❙❦▼∗ t0 5.2± 0.8 −5.4± 0.2

❙▲②✹ t0 5.1± 0.8 −5.5± 0.2

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ▲❊❈s ❢♦r ▲❖ ❛♥❞ ◆▲❖ ■❙❇ ❢♦r❝❡s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✭✐s♦s❝❛❧❛r✮ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡s✿ ❙❱ISB

T
✱

❙❱ISB

T, SO
✱ ❙❦▼✯ISB ✐ ❙▲②✹ISB✳ ❚❤❡ t0 ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▼❡❱ ❢♠3✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t1

❛♥❞ t2 ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥ ▼❡❱ ❢♠5✳

✷✳✺✳ ❋✐♥✐t❡✲r❛♥❣❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ t❡r♠s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢s✳ ❬✺✷✱ ✺✸✱ ✺✹❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✭♥♦♥✲❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡❞✮ ❝❡♥tr❛❧ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s

VC(r
′
1r

′
2; r1r2) =

∑

nj

(

W
(n)
j 1̂σ1̂τ +B

(n)
j 1̂τ P̂

σ −H
(n)
j 1̂σP̂

τ −M
(n)
j P̂ σP̂ τ

)

× Ô
(n)
j (k′,k)δ(r′

1 − r1)δ(r
′
2 − r2)ga(r1 − r2), ✭✷✹✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐❞❡♥t✐t② ✭1̂σ,τ ✮ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭P̂ σ,τ ✮ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ s♣✐♥

❛♥❞ ✐s♦s♣✐♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r♠❢❛❝t♦r✱

ga(r) =
e−r

2/a2

(a
√
π)

3 , ✭✷✺✮

❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ✇✐❞t❤ a✳ ■♥ ❊q✳ ✭✷✹✮✱ ✐♥❞❡① n = 0, 2, . . . ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

♦♣❡r❛t♦r Ô
(n)
j (k′,k)✱ ✐♥❞❡① j = 1, 2, . . . ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s k = (∇1 − ∇2)/2i

❛♥❞ k′ = (∇′
1 − ∇

′
2)/2i✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❲✐❣♥❡r✱ ❇❛rt❧❡tt✱ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ▼❛❥♦r❛♥❛

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✱ W
(n)
j ✱ B

(n)
j ✱ H

(n)
j ✱ ❛♥❞ M

(n)
j ✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ str❡♥❣t❤

♣❛r❛♠❡t❡rs t
(n)
j ✱ x

(n)
j ✱ y

(n)
j ✱ ❛♥❞ z

(n)
j ❛s

W
(n)
j = t

(n)
j , B

(n)
j = t

(n)
j x

(n)
j , H

(n)
j = t

(n)
j y

(n)
j , M

(n)
j = t

(n)
j z

(n)
j . ✭✷✻✮

❯♣ t♦ s✐①t❤ ♦r❞❡r ✭n = 6✮✱ ❛ ❢✉❧❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs Ô
(n)
j (k′,k) ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❊qs✳ ✭✸✾✮✕✭✺✹✮ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡ ❊❉❋ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✺❪✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s

❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s❡❧❢✕❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✶

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❖✲❜❛s✐s s♣❛t✐❛❧ ♠❛tr✐①

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐s ❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✲❜②✲♣❛rts ❢♦r♠✱

〈n′
1n

′
2|Ô

(n)
j |n1n2〉 ≡

∫

dr′
1dr

′
2dr1dr2 δ(r

′
1 − r1)δ(r

′
2 − r2)ga(r1 − r2)

× Ô
(n)
j (k′,k)ψn′

1
(r′

1)ψn′

2
(r′

2)ψn1
(r1)ψn2

(r2), ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ ψn(r) ≡ ψnxnynz
(x, y, z) ❛r❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❍❖ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

❊qs✳ ✭■✲✼✶✮✕✭■✲✼✸✮ ❬✶❪✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❬✺✶❪ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs Ô
(n)
j (k′,k)✱ ♦♥❡ ❝❛♥

t❡❞✐♦✉s❧② ❜✉t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② r❡✇r✐t❡ t❤❡♠ ❛s s✉♠s ♦❢ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ x✱ y✱ ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

Ô
(n)
j (k′,k) =

∑

m,l

K
(n;m)
j;l Ô

(mx)
lx

(k′x, kx)Ô
(my)
ly

(k′y, ky)Ô
(mz)
lz

(k′z, kz), ✭✷✽✮

✇❤❡r❡ K
(n;m)
j;l ≡ K

(n;mx,my ,mz)
j;lx,ly ,lz

❢♦r mx + my + mz = n ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞

♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs Ô
(m)
l (k′, k) ♦❢ ♦r❞❡r m = 0, 2, . . . ❛♥❞ ✐♥❞❡①

l = 0, 1, . . . ,m/2 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ô
(m)
l (k′, k) ≡

(

(k′ 2 + k2)/2
)l
(k′k)

m/2−l

= 2−l

l
∑

l′=0

(

l
l′

)

k′ m/2+2l′−lkm/2−2l′+l. ✭✷✾✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✼✮ ✐s t❤✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♦♥❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts 〈n′
1n

′
2|Ô

(m)
l |n1n2〉✱

〈n′
1n

′
2|Ô

(n)
j |n1n2〉 =

∑

m,l

K
(n;m)
j;l 〈nx

′
1nx

′
2|Ô

(mx)
lx

|nx1nx2〉

× 〈ny
′
1ny

′
2|Ô

(my)
ly

|ny1ny2〉〈nz
′
1nz

′
2|Ô

(mz)
lz

|nz1nz2〉,
✭✸✵✮

✇❤❡r❡

〈n′
1n

′
2|Ô

(m)
l |n1n2〉 =

∫

dr′1dr
′
2dr1dr2 δ(r

′
1 − r1)δ(r

′
2 − r2)ga(r1 − r2)

× Ô
(m)
l (k′, k)ψn′

1
(r′1)ψn′

2
(r′2)ψn1

(r1)ψn2
(r2), ✭✸✶✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r♠❢❛❝t♦r ✭✷✺✮ r❡❛❞s ga(r) = e−r2/a2/ (a
√
π)✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ▲❖ t❡r♠ Ô
(0)
1 = 1 ✇❛s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✻❪✱ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❍❖ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ψn′

1
(r1)ψn1

(r1)

❛♥❞ ψn′

2
(r2)ψn2

(r2) ❜② s✉♠s ♦❢ t❤❡ ❍❖ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✉s❡ t❤❡ ▼♦s❤✐♥s❦② ❜r❛❝❦❡ts

t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r1− r2 ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s✳

❆t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❡①♣❧✐❝✐t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❡r♠s t❤❛t st❡♠ ❢r♦♠

❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♣♦✇❡rs ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

t❤✐s t❡❞✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ✉♣ t♦ ✹t❤ ♦r❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡

❤❢♦❞❞✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ r❡✈❡rt t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ st❡♣s ❛♥❞



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✷

❜❡❣✐♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t✇♦ ▼♦s❤✐♥s❦② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱

ψn′

1
(r′1)ψn′

2
(r′2) =

n′

1
+n′

2
∑

N ′=0

M
n′

1
n′

2

N ′ ψN ′(R′)ψn′

1
+n′

2
−N ′(r′), ✭✸✷✮

ψn1
(r1)ψn2

(r2) =

n1+n2
∑

N=0

Mn1n2

N ψN(R)ψn1+n2−N(r), ✭✸✸✮

❢♦r R′ =
r′
1
+r′

2√
2
✱ r′ =

r′
1
−r′

2√
2
✱ R = r1+r2√

2
✱ ❛♥❞ r = r1−r2√

2
✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡✲

♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs k = −i√
2

∂
∂r

❛♥❞ k′ = −i√
2

∂
∂r′

❛❝t ♦♥❧② ♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ψn1+n2−N(r)

❛♥❞ ψn′

1
+n′

2
−N ′(r′)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r R′ ❛♥❞ r′ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s

〈n′
1n

′
2|Ô

(m)
l |n1n2〉 =

(−1)m/2

2l+m/2

n′

1
+n′

2
∑

N ′=0

M
n′

1
n′

2

N ′

n1+n2
∑

N=0

Mn1n2

N

[∫

dRψN ′(R)ψN(R)

]

×
[

l
∑

l′=0

(

l
l′

)∫

dr ψ
(m/2+2l′−l)

n′

1
+n′

2
−N ′ (r)ψ

(m/2−2l′+l)
n1+n2−N (r)ga

(√
2r
)

]

, ✭✸✹✮

✇❤❡r❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❞❡♥♦t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ψ
(i)
n (r) = di

dri
ψn(r)✳

❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ψN(R) ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ❛s

〈n′
1n

′
2|Ô

(m)
l |n1n2〉 =

(−1)m/2

2l+m/2

min (n′

1
+n′

2
,n1+n2)

∑

N=0

M
n′

1
n′

2

N Mn1n2

N

×
l
∑

l′=0

(

l
l′

)

C
(m/2+2l′−l,m/2−2l′+l)

n′

1
+n′

2
−N,n1+n2−N (a), ✭✸✺✮

✇❤❡r❡

C
(i′,i)
n′,n (a) =

∫

dr ψ
(i′)
n′ (r)ψ

(i)
n (r)ga

(√
2r
)

. ✭✸✻✮

❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✻❪✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥

❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C
(i′,i)
n′,n (a)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣✲s✐❣♥

s✉♠s ♦❢ r❛t✐♦s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧s ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♣r♦♥❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧

✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❬✺✼✱ ✺✽❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② st❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡❀ ✐t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✼✸②✮ ♦❢ ❤❢♦❞❞ ❬✽❪ t♦ tr❡❛t t❤❡ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✜♥✐t❡✲r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭✷✹✮ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✱

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡

❍❖ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✭■✲✼✷✮ ❛s

ψ(i)
n (r) =

di

dri
ψn(r) ≡ bi+1/2H(i)

n (ξ)e−ξ2/2, ✭✸✼✮

✇❤❡r❡ ξ = br ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♥st❛♥t b =
√

mω/~ ❛♥❞ H
(i)
n (ξ)

❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♦r❞❡r n + i✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❍❡r♠✐t❡



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✸

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s H
(0)
n (ξ) ❛♥❞ t❤❡✐r ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s H

(0)′

n (ξ)✱ ❡✳❣✳✱

H(1)
n (ξ) = H(0)′

n (ξ)− ξH(0)
n (ξ), ✭✸✽✮

H(2)
n (ξ) =

(

ξ2 − 2n− 1
)

H(0)
n (ξ), ✭✸✾✮

H(3)
n (ξ) =

(

ξ2 − 2n− 1
)

H(0)′

n (ξ)−
(

ξ3 − (2n+ 3)ξ
)

H(0)
n (ξ), ✭✹✵✮

H(4)
n (ξ) = 4ξH(0)′

n (ξ) +
(

ξ4 − (4n+ 6)ξ2 + 4n2 + 4n+ 3
)

H(0)
n (ξ). ✭✹✶✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✻✮ ❛s

C
(i′,i)
n′,n (a) =

bi
′+i

a
√
π

∫

dξ H
(i′)
n′ (ξ)H(i)

n (ξ)e−
2+b2a2

b2a2
ξ2

=
bi

′+i+1

√
π
√
2 + b2a2

∫

dη H
(i′)
n′ (ǫη)H(i)

n (ǫη)e−η2

=
bi

′+i+1

√
π
√
2 + b2a2

K
∑

k=1

WkH
(i′)
n′ (ǫηk)H

(i)
n (ǫηk), ✭✹✷✮

✇❤❡r❡

ǫ =
ba√

2 + b2a2
✭✹✸✮

❛♥❞ Wk ❛♥❞ ηk ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡

♦❢ ♦r❞❡r K = n′ + n + i′ + j + 1✳ ❋♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❍❖ ❜❛s✐s ♦❢ ✉♣ t♦ N0

q✉❛♥t❛ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x✱ y✱ ♦r z✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ t♦ ✹t❤ ♦r❞❡r✱

t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦❢ ♦r❞❡r K = 2N0 + 5 t❤✉s ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧t ❛♥❞ ♥♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳

❊①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▼♦s❤✐♥s❦② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ t❤❡✐r ❡①❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭❱■✲✻✸✮ ❬✻❪ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣✲

s✐❣♥ s✉♠s ♦❢ r❛t✐♦s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② s❡tt✐♥❣ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✸✮ r1 = r2 ≡ r ❛♥❞

✐♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✼✮ ❢♦r i = 0 ✇❡ ♦❜t❛✐♥

H(0)
n1

(ξ)H(0)
n2

(ξ) =

n1+n2
∑

N=0

Mn1n2

N H
(0)
N (

√
2ξ)H

(0)
n1+n2−N(0). ✭✹✹✮

❲❡ ♥♦✇ ❝❛♥ ♠✉❧t✐♣❧② ❜♦t❤ s✐❞❡s ❜②
√
2H

(0)
N ′ (

√
2ξ)e−2ξ2 ✱ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r ξ✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡

♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤✐s ✜♥❛❧❧②

❣✐✈❡s✱
∫

dη H(0)
n1

(

η√
2

)

H(0)
n2

(

η√
2

)

H
(0)
N (η)e−η2 =Mn1n2

N H
(0)
n1+n2−N(0), ✭✹✺✮

✇❤❡r❡ η =
√
2ξ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ▼♦s❤✐♥s❦② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤r♦✉❣❤

❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦❢ ♦r❞❡r K = n1 + n2 +N + 1✱

Mn1n2

N =
(

H
(0)
n1+n2−N(0)

)−1
K
∑

k=1

WKH
(0)
n1

(

ηk√
2

)

H(0)
n2

(

ηk√
2

)

H
(0)
N (ηk). ✭✹✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✷✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✭✸✺✮ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❝♦❡✣❝✐❡♥ts Mn1n2

N ❛♥❞ C
(i′,i)
n′,n (a) ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛♥❞ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞ ✕ st♦r❡❞✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✹

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✷❪✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✹✮ r❡❞✉❝❡s ❢♦r W (n) ≡ W
(n)
1 − W

(n)
2 ✱ B(n) ≡ B

(n)
1 − B

(n)
2 ✱ H(n) ≡

H
(n)
1 −H

(n)
2 ✱ ❛♥❞ M (n) ≡M

(n)
1 −M

(n)
2 t♦

V ❧♦❝
C (r′

1r
′
2; r1r2 =

∑

n

(

W (n)1̂σ1̂τ +B(n)1̂τ P̂
σ −H(n)1̂σP̂

τ −M (n)P̂ σP̂ τ
)

× δ(r′
1 − r1)δ(r

′
2 − r2)V

(n)(r1 − r2), ✭✹✼✮

✇❤❡r❡

V (n)(r) ≡ 2−n∆n/2ga(r) ✭✹✽✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ∆ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤✐s ❣✐✈❡s✿

V (0)
n (r) = ga(r), ✭✹✾✮

V (1)
n (r) = 1

a2

(

2
(

r
2

a2

)

− 3
)

ga(r), ✭✺✵✮

V (2)
n (r) = 1

a4

(

4
(

r
4

a4

)

− 20
(

r
2

a2

)

+ 15
)

ga(r), ✭✺✶✮

V (3)
n (r) = 1

a6

(

8
(

r
6

a6

)

− 84
(

r
4

a4

)

+ 210
(

r
2

a2

)

− 105
)

ga(r). ✭✺✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡✇r✐t❡

♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭✹✽✮ ❛s s✉♠s ♦❢ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♣♦✇❡rs ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s x✱ y✱ ❛♥❞ z✳

❚❤❛t ✐s✱

V (n)(r) =
∑

m

K(n;m)xmxymyzmz , ✭✺✸✮

✇❤❡r❡ K(n;m) ≡ K(n;mx,my ,mz) ❢♦r 0 ≤ mx +my +mz ≤ n ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡

♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦✲❜♦❞② ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (n)(r1−r2) ✐s t❤✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts

♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱

〈n′
1n

′
2|V (n)|n1n2〉 = 1

(a
√
π)

3

∑

m

K(n;m)〈n′
x1
n′
x2
|(x1 − x2)

mxe−(x1−x2)2/a2 |nx1
nx2

〉
× 〈n′

y1
n′
y2
|(y1 − y2)

mye−(y1−y2)2/a2 |ny1ny2〉
× 〈n′

z1
n′
z2
|(z1 − z2)

mze−(z1−z2)2/a2 |nz1nz2〉, ✭✺✹✮
✇❤❡r❡

〈n′
1n

′
2|(r1 − r2)

me−(r1−r2)2/a2 |n1n2〉 =
∫

dr1dr2 (r1 − r2)
me−(r1−r2)2/a2

× ψn′

1
(r1)ψn′

2
(r2)ψn1

(r1)ψn2
(r2)

=
N̄
∑

N=0

M
n′

1
n′

2

N Mn1n2

N C
(m)

n′

1
+n′

2
−N,n1+n2−N(a), ✭✺✺✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ N̄ = min (n′
1 + n′

2, n1 + n2) ❛♥❞

C
(m)
n′,n(a) =

b1−m

√
π
√
2 + b2a2

K
∑

k=1

WkH
(0)
n′ (ǫηk)H

(0)
n (ǫηk)× (ǫηk)

m ✭✺✻✮

❢♦r ǫ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✸✮ ❛♥❞ Wk ❛♥❞ ηk ❜❡✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡

●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦❢ ♦r❞❡r K = n′ + n+m+ 1✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✺

✷✳✻✳ ❋✐♥✐t❡✲r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❡r♠s

❚❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r 1S0 ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚✐❛♥ ❡t

❛❧✳ ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❬✺✾❪ ❛♥❞ ❜② ◆✐❦➨✐➣ ❡t ❛❧✳ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❡❞

❝❛s❡ ❬✻✵✱ ✻✶❪✱ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s

VS(r
′
1r

′
2; r1r2) =

(

W̃ 1̂σ1̂τ + B̃1̂τ P̂
σ − H̃ 1̂σP̂

τ − M̃P̂ σP̂ τ
)

× δ(R′ −R)P (r′)P (r), ✭✺✼✮

✇❤❡r❡ ❢♦r♠❢❛❝t♦r P (r) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ✭✷✺✮✱

P (r) =
K
∑

k

Akgak(r), ✭✺✽✮

❛♥❞ r′❂r′
1 − r′

2✱ r❂r1 − r2✱ R
′❂1

2
(r′

1 + r′
2)✱ ❛♥❞ R❂1

2
(r1 + r2) ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❞

❝❡♥t❡r✲♦❢✲♠❛ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts W̃ ✱ B̃✱ H̃✱

❛♥❞ M̃ ✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
∑

k Ak = 1✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥ ③❡r♦

♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✷❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ ❛♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤♦s♣❤❡ ❬✻✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✻✹❪ ✇❛s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✉♣ t♦ ❛

♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✶ ❡❱✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✷✳✼✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ t✇♦✲❜♦❞② ♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠s

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✷✼❪ t❤❛t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

✷✳✽✳ ▼✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣

❚❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✹✵❤✮ ♦❢ t❤❡ ❤❢♦❞❞

❝♦❞❡ ✭s❡❡ ❱■✮ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦❞❞✲A ♦r ♦❞❞✲♦❞❞ ♣❛✐r❡❞ ♥✉❝❧❡✐✳ ■t ❝♦♥s✐sts

✐♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛s ❛♥s❛t③ ❛ ✈❛❝✉✉♠ |Φ〉 ♦♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❛

s✐♥❣❧❡✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ β†
k ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ |Φk〉 = β†

k|Φ〉✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❝♦❞❡ s❡❧❡❝ts t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡ k ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ϕ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐ts ✉♣♣❡r ✭B∗✮

❛♥❞ ❧♦✇❡r ✭A∗✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✭A✱ B✮ ♦❢ ✐ts ♣❛rt♥❡r ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡

❡♥❡r❣②✱ s❡❡ ❊qs✳ ✭❱■✲✽✸✮✕✭❱■✲✽✻✮ ❬✻❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ s❡❡

❦❡②✇♦r❞s ❇▲❖❈❑❋■❳❴◆ ♦r ❇▲❖❈❑❋■❳❴P ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✸ ❬✻❪✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡

k ♠❛② ❜❡ ❦❡♣t t❤❡ s❛♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r s❡❧❡❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s

t❤❡ ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡ ✭♦r ✐ts t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞

✐♠❛❣❡✮ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❍❋❇ st❛t❡s

|Φk〉 ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r r ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s k ≡ (k1, . . . kr)

|Φk〉 =
r
∏

ν=1

β†
kν
|Φ〉, ✭✺✾✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✻

✇❤❡r❡ |Φ〉 ✐s t❤❡ ❍❋❇ ✈❛❝✉✉♠ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs βk✱ k = 1, . . . ,M ✳ ❚❤❡

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✾✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ 2M × M ♠❛tr✐❝❡s (ϕk, χk) ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❋❇

s♦❧✉t✐♦♥ (ϕ, χ) ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♠❛②

s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ϕk =

(

B∗
1 . . . Ak1 B∗

k1+1 . . . Akr . . . B∗
M

A∗
1 . . . Bk1 A∗

k1+1 . . . Bkr . . . A∗
M

)

. ✭✻✵✮

◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ kν ✱ ν = 1 → r✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❧st ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛❜❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳

✷✳✾✳ P❢❛✣❛♥ ♦✈❡r❧❛♣s

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❦❡r♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♠✉❧t✐✲r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❯♣ t♦ r❡❝❡♥t❧②✱

s✉❝❤ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts ✇❡r❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖♥✐s❤✐ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✻✺❪✱ ✇❤✐❝❤

s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❞✉❡ t♦ ❛ sq✉❛r❡✲r♦♦t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ t❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥

✇❛s t❤❡♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ❘♦❜❧❡❞♦ ✈✐❛ ❛ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ P❢❛✣❛♥ ❬✻✻❪✳ ❱❡rs✐♦♥

✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t P❢❛✣❛♥

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

❛r❜✐tr❛r②✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❧♦❝❦❡❞ ❍❋❇ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✭✺✾✮ ❛s

〈Φk|Φ′
k′〉 = (−1)M(M−1)/2(−1)r(r−1)/2pf











BTA BTp† BT q′T BTB′∗

−p∗B q∗p† q∗q′T q∗B′∗

−q′B −q′q† p′q′T p′B′∗

−B′†B −B′†q† −B′†p′T A′†B′∗











. ✭✻✶✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙q✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s A ❛♥❞ B ✭A′

❛♥❞ B′✮ st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❇♦❣♦❧②✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦❡❞ ❍❋❇ st❛t❡ |Φ〉 ✭|Φ′〉✮✱ ✇❤❡r❡❛s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s p ❛♥❞ q ✭p′ ❛♥❞

q′✮ ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r ✭r′✮ ❜❧♦❝❦❡❞ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✻✼❪✳ ■♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛tr✐❝❡s r❡❞✉❝❡ t♦ r♦✇ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤❡r❡❛s

❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦❡❞ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r

✐♥ ♠❛tr✐① ✭✻✶✮✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✶✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡

P❢❛✣❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❝✉t✲♦✛ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ✉s❡ t❤❡ P❢❛✣❛♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡

♣❛✐r✐♥❣ ❝✉t✲♦✛ ♠✉st ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✇♦✲❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■■✲✷✳✷✳✶ ❬✼❪✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ P❢❛✣❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦❡❞ ✭❡✈❡♥✮

❍❋❇ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡

tr✉❡ ✈❛❝✉✉♠✱ |Φ〉 ∝
∏

i βi|0〉✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ♠✉st ❜❡ ❡✈❡♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦✲❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ♠✉st

❜❡ ❡✈❡♥✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✼

✷✳✶✵✳ P❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣❛r✐t② s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❍❋❇ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❯✭✶✮ s②♠♠❡tr② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ ♦✈❡r❧❛♣s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ♥✉♠❜❡rs

❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr②✲✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❍❋❇ st❛t❡ |Φ〉 ❬✻✽❪✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥

✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r A ❛♥❞ ✐s♦s♣✐♥

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Tz = (N − Z)/2 ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ♥❡✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❦❡②✇♦r❞s✳ ❆❝t✐✈❛t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❤✉s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r✲

s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✱ ♣r♦t♦♥s ♦r ♥❡✉tr♦♥s✱ ❛r❡

✉♥♣❛✐r❡❞ ✐♥ |Φ〉✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ r❡❧❡❛s❡s✱ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❛✉❣❡✲❛♥❣❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢

❜♦t❤ ♣r♦t♦♥✲ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥✲♥✉♠❜❡r s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✺❪ ❛♥❞ r♦✉t✐♥❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❘❡❢✳ ❬✻✾❪✳

❱❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ♣❛r✐t② r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜②

♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P̂π = (1 + πΠ̂)/2 ✇❤❡r❡ π = ± ❛♥❞ Π̂ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs A✱ Tz✱ I
π✱ M ✱ ❛♥❞ K

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

|ATz; IπMK〉 = P̂AP̂Tz
P̂ I
MKP̂π|Φ〉 ✭✻✷✮

=
2I + 1

16π4

∫ π

0

dφe−iφA

∫ π

0

dφT e
−iφTTz

∫

dΩDI∗
MK(Ω)e

iφÂeiφT T̂zR̂(Ω)(1 + πΠ̂)|Φ〉.

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✷✳✶ ❬✻❪ ❢♦r ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❧❛t❡r

❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❍❋❇ st❛t❡s✳ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ϕ̃T ✱ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜②

❣❡♥❡r✐❝ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦rs T̂ t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❊q✳ ✭✻✷✮✱ r❡❛❞

ϕ̃T =

(

T 0

0 T ∗

)(

B∗

A∗

)

=

(

TB∗

T ∗A∗

)

, ❢♦r ϕ̃ =

(

B∗

A∗

)

✭✻✸✮

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ st❛t❡ |Φ〉 ❛♥❞ T ❞❡♥♦t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ T̂ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡

❜❛s✐s✳ ❚❤❡♥✱ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❲✐❝❦✬s

t❤❡♦r❡♠ ❬✼✵❪ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣

❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✻✶✮✳

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✲❚❝❤❡❜②s❝❤❡✈ q✉❛❞r❛t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t♦r ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s

Ω ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✷✳✶ ❬✻❪✳

✷✳✶✶✳ ❆①✐❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❛①✐❛❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ s❤❛♣❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s

♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ♦r ♣❛✐r✐♥❣

♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♥❞✴♦r ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ♦r ♣❛✐r✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✭♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦r✮ ♦♥ t❤♦s❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✽

❈❛rt❡s✐❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡ ♦♥ st❛t❡s ❤❛✈✐♥❣ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs Ωk✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❣✉❧❛r

♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡

♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥ Ωk ❛r❡ ❦❡♣t ❛♥❞✴♦r ♦♥❧② t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭Ωk,−Ωk✮ ♠❛tr✐①

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❦❡♣t✳ ❆t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛①✐❛❧ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

✇✐t❤ ❛❧❧ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦r q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ❤❛✈✐♥❣ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs Ωk✳ ❚❤❡

❛①✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛r❡

❛①✐❛❧✱ ❜✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ✇❛♥❞❡r t♦✇❛r❞s ♥♦♥✲❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s

❝♦♥✈❡r❣❡ s❧♦✇❧② ♦r s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡✈❡r✳

✷✳✶✷✳ ❲✐❣♥❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✲ ❛♥❞ ✐s♦s♣✐♥✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✉s❡❞ t❤❡ ❲✐❣♥❡r ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❲✐❣♥❡r d ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ djm,n(θ)✳

❋♦r j ≥ 50✱ t❤❡ ❲✐❣♥❡r ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❬✼✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇✐t❤ j >> 1 ❛♥❞ θ 6= 0, π✱ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② ❧❛r❣❡

t❡r♠s ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s✐❣♥s✳

■♥ ❘❡❢✳ ❬✼✶❪✱ ❛ r♦❜✉st ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ d ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s

♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ d ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡①♣❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✳ ■♥ ❘❡❢✳ ❬✼✷❪✱ ❛♥♦t❤❡r

♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠

♦♣❡r❛t♦r Jy ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ Jz✳ ❱❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❛❢t❡r

✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ✉s❡s t❤❡ ❝♦❞❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✷❪✳

✷✳✶✸✳ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s

❚♦ ✜① t❤❡ ❍❖ ❜❛s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✹ ❬✷❪✮ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝❤♦♦s❡

s✉✐t❛❜❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♥st❛♥ts bk ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωk ♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r

❧❡♥❣t❤s✱ Lk✱ ✐♥ t❤r❡❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

bk =

√

mωk

~
, Lk =

√

~

mωk

, ❢♦r k = x, y, z. ✭✻✹✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ bk ♦r ωk✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ■◆P❖▼❊ s❡t ❜② ✉s✐♥❣ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❦❡②✇♦r❞ ❋❘❊◗❇❆❙■❙✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✭♦✮ ❋♦r t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ■◆P❖▼❊❂✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t

♣❛r❛♠❡t❡rs α2µ t♦ ❞❡✜♥❡ s✉r❢❛❝❡ Σ✱

Σ : R(θ, φ) = c(α)

(

1 +
∑

λµ

αλµY
∗
λµ(θ, φ)

)

, ✭✻✺✮

❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s r2k ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ Σ✿

R2
k =

∫

r<R(θ,φ)

r2kdV, k = x, y, z. ✭✻✻✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✶✾

❈♦♥❞✐t✐♦♥s

ωxRx = ωyRy = ωzRz ✭✻✼✮

❛♥❞

ωxωyωz = ω3
0 ✭✻✽✮

❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ωk✱ ✇✐t❤ ω0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭■✲✸✮ ❬✶❪✳

P❛r❛♠❡t❡r c(α) ✐s ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V0 ✐♥s✐❞❡ Σ ✐s ❡q✉❛❧

t♦

V0 =
4
3
πR3

0, ✭✻✾✮

✇❤❡r❡ R0 = r0A
1/3✱ ❛♥❞ r0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❘✵P❆❘▼ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞

❙❯❘❋❆❈❊❴P❆❘✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✻ ❬✷❪✳ ❚❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

αλµ ❛r❡ r❡❛❧ ❛♥❞ α21 = 0✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t❤❛t s✉r❢❛❝❡ ✭✻✺✮ ✐s ✐♥ t❤❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛①❡s ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✭✐✮ ❋♦r ■◆P❖▼❊❂✶✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωk ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠❀ ωx❂❇❆❙■◆❳✱ ωy❂❇❆❙■◆❨✱ ωz❂❇❆❙■◆❩✳

✭✐✐✮ ❋♦r ■◆P❖▼❊❂✷✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❧❡♥❣t❤s Lk ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

t❤❡ ♣r♦❣r❛♠❀ Lx❂❇❆❙■◆❳✱ Ly❂❇❆❙■◆❨✱ Lz❂❇❆❙■◆❩✳

✭✐✐✐✮ ❋♦r ■◆P❖▼❊❂✸✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♥st❛♥ts bk ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠❀ bx❂❇❆❙■◆❳✱ by❂❇❆❙■◆❨✱ bz❂❇❆❙■◆❩✳

✭✐✈✮ ❋♦r ■◆P❖▼❊❂✹✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❧❡♥❣t❤s Lk t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

❜❛s✐s✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r α20✱

Lx = L0 exp(−
√

5
16π
α20), ✭✼✵✮

Ly = L0 exp(−
√

5
16π
α20), ✭✼✶✮

Lz = L0 exp(
√

5
4π
α20), ✭✼✷✮

✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✶✳✽✽✮ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✵❪✳ ❚❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛①✐❛❧ ❜❛s✐s✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s L0 =
√

2 ∗ 20.73553/~ω0 ❢♦r ~ω0 = 1.2 ∗ 41 ∗ A−1/3✳

✭✈✮ ❋♦r ■◆P❖▼❊❂✺✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛ss q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ Q̄20 ❛♥❞ Q̄22 ✭✐♥

❜✮✱ s❡❡ ❦❡②✇♦r❞ ▼❯▲❚❈❖◆❙❚❘ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✼ ❬✷❪✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ β ❛♥❞ γ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s✿

β = C
√

Q̄2
20 + Q̄2

22, γ = atan (Q̄22/Q̄20), ✭✼✸✮

✇❤❡r❡

C = 102
√
5π

3AR2
0

, R0 = r0A
1/3, ✭✼✹✮

❛♥❞ r0 ✭✐♥ ❢♠✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❘✵P❆❘▼ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ ❙❯❘❋❆❈❴P❆❘✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✻ ❬✷❪✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ✜① ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωk✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❡♠♣❧♦②s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✼✮ ❛♥❞

✭✻✽✮ ✇✐t❤

Rk = R0

(

1 +
√

5
4π
β cos(γ − 2kπ/3)

)

. ✭✼✺✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✵

✭✈✐✮ ❋♦r ■◆P❖▼❊❂✻✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs α20

❛♥❞ α22 t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωk ❛s

ωk = ω0 exp

(

−
√

5
4π
β cos(γ − 2kπ/3)

)

, ✭✼✻✮

✇❤❡r❡

β =
√

α2
20 + 2α2

22, γ = atan (
√
2α22/α20), ✭✼✼✮

❛♥❞ ω0 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭■✲✸✮ ❬✶❪✳

✭✈✐✐✮ ❋♦r ■◆P❖▼❊❂✼✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛ss q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ Q̄λµ✱ s❡❡

❦❡②✇♦r❞ ▼❯▲❚❈❖◆❙❚❘ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✼ ❬✷❪✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❇♦❤r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s αλµ

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✷✳✺ ❬✻❪✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❦❡②✇♦r❞

❇❖❍❘❴❇❊❚❆❙ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✺ ❬✻❪✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ αλµ ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ■◆P❖▼❊❂✵✱ s❡❡ ♣♦✐♥t ✭♦✮ ❛❜♦✈❡✳

❖♣t✐♦♥s ■◆P❖▼❊❂✺ ❛♥❞ ✼ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st t❤❡ ❍❖ ❜❛s✐s t♦

t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡q✉❡st❡❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ✜ss✐♦♥✲❜❛rr✐❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛

♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❦❡②✇♦r❞ ▼❯▲❚❈❖◆❙❚❘✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢

Q̄λµ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❖♣t✐♦♥s ■◆P❖▼❊❂✵ ❛♥❞ ✹✕✼ ✐❣♥♦r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❇❆❙■◆❳✱ ❇❆❙■◆❨✱ ❛♥❞ ❇❆❙■◆❩✳

❖♣t✐♦♥s ■◆P❖▼❊❂✵✱✹✱✻ ✉s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs α2µ

r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ ❙❯❘❋❆❈❴❉❊❋✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✻ ❬✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ■❇❈❖◆❚❂✶✱ s❡❡

❦❡②✇♦r❞ ❈❖◆❚❴❇❆❙■❙✱ ✈❛❧✉❡s r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐s ✜❧❡ ♦✈❡rr✐❞❡ t❤♦s❡ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞

❙❯❘❋❆❈❴❉❊❋✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ■❇❆❙■❙❂✶ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ ❇❆❙■❙❆❯❚❖▼✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ❱■■■✲✸✳✶✳✹ ❬✽❪✳

✷✳✶✹✳ ❋✐①❡❞ Ω ♣❛rt✐t✐♦♥s

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ✇✐t❤♦✉t ♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r ❜r♦❦❡♥ s✐♠♣❧❡①

s②♠♠❡tr②✱ ❛r❜✐tr❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t Ω ❜❧♦❝❦s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱

✇❤❡r❡ Ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♥ t❤❡ ❛①✐❛❧✲s②♠♠❡tr② ❛①✐s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡

✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛❧ t♦ Ωi ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦

❛ ❣✐✈❡♥ Ω ❜❧♦❝❦ ✐❢ Ω − 1
2
≤ Ωi < Ω + 1

2
✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡

♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐t ❝❛♥ s❡r✈❡ ✐ts ♣✉r♣♦s❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ❛r❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡✐r ❛❧✐❣♥♠❡♥ts

❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② q✉❛♥t✐③❡❞✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✭✐✮ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❤❛s ❛♥ ❛①✐❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮

t❤❡ ❑r❛♠❡rs ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✐s ❧✐❢t❡❞ ❜② ❛❧✐❣♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡

s②♠♠❡tr② ❛①✐s✳ ❚❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❛①✐❛❧

q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ③❡r♦✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✼ ❬✷❪✱ ♦r ❜❡tt❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧✐③❛t✐♦♥

♦♣t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✹✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ✭≈ 1 ❦❡❱✮ ♦❢ t❤❡ ❝r❛♥❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✶

✇❤❡♥ ❛♥ ✉♥♣❛✐r❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ❤❛s t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝r❛♥❦✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤❛t ❛①✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲

♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ♦♥❧② s♣❧✐ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s

r❡q✉✐r❡❞✳ ❆ s♦❢t ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

t♦ ❛♥ ❛①✐❛❧ st❛t❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮

❛r❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

✷✳✶✺✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✜❡❧❞s

▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s♦❧✈❡rs ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r♠✉❧❛

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❡❝❦✱ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s✱

t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❬✼✸✱ ✼✹❪✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❡♥❡r❣② ❡♠♣❧♦②❡❞

✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❊q✳ ✭■✲✸✼✮ ❬✶❪✳ ❍❡r❡ ✇❡

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❧✐♥❡❛r✱ ❜✐❧✐♥❡❛r✱ tr✐❧✐♥❡❛r✱ q✉❛❞r✐❧✐♥❡❛r✱ ♦r

♣♦ss✐❜❧② ❤✐❣❤❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣s ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❀ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡

❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ n ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ n ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❍❋❇ st❛t❡ |Φ〉✳
❯♣ t♦ n = 4✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ❛s

E = E1 + E2 + E3 + E4 ✭✼✽✮

✇✐t❤

E1 =
∑

ij

v
(1)
ij ρji , ✭✼✾✮

E2 =
∑

ijkl

(

v
(2)
ij,kl ρkiρlj + ṽ

(2)
ij,kl κ

∗
ijκkl

)

, ✭✽✵✮

E3 =
∑

ijklmn

(

v
(3)
ijk,lmn ρliρmjρnk + ṽ

(3)
ijk,lmn κ

∗
ijκlmρnk

)

, ✭✽✶✮

E4 =
∑

ijklmnop

(

v
(4)
ijkl,mnop ρmiρnjρokρpl + ṽ

(4)
ijkl,mnop κ

∗
ijκmnρokρpl

+˜̃v
(4)

ijkl,mnop κ
∗
ijκ

∗
klκmnκop

)

, ✭✽✷✮

✇❤❡r❡ v(1) ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❦✐♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ v(2)✱ ṽ(2)✱ v(3)✱ ṽ(3)✱ v(4)✱ ṽ(4)✱ ❛♥❞ ˜̃v
(4)

❛r❡ ✷✲✱ ✸✲✱ ❛♥❞ ✹✲❜♦❞② s❝❛❧❛r ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ✉s✉❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦r ♦❢ st❛t❡ |Φ〉 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ρij = 〈Φ|a†jai|Φ〉
❛♥❞ κij = 〈Φ|ajai|Φ〉 ✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❤❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ s♣❡❝✐❡s ♦❢

♥✉❝❧❡♦♥s ♦♥❧②✱ t❤❛t ✐s✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ λ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✷

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ n✲❜♦❞② ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❞❡♥s✐t② ✭❛s ✐s

t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❙❧❛t❡r

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

❢♦r s✉❝❤ ❝❛s❡s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✭✼✽✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✜❡❧❞

hij = v
(1)
ij

+
∑

kl

2 v
(2)
ik,jl ρlk

+
∑

klmn

(

3 v
(3)
ikl,jmn ρmkρnl + ṽ

(3)
lki,mnj κ

∗
klκmn

)

+
∑

klmnop

(

4 v
(4)
iklm,jnop ρnkρolρpm + 2 ṽ

(4)
lkmi,nopj κ

∗
lkκnoρpm

)

✭✽✸✮

❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✜❡❧❞

h̃ij =
∑

kl

2 ṽ
(2)
ij,kl κ

∗
lk

+
∑

klmn

2 ṽ
(3)
kln,jim κ

∗
klρmn

+
∑

klmnop

(

2 ṽ
(4)
klmn,jiop κ

∗
klρomρpn + 4 ˜̃v

(4)

klmn,opji κ
∗
klκ

∗
mnκop

)

. ✭✽✹✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥s s♣✐♥♦rs

Ψj =

(

Uj

Vj

)

✭✽✺✮

❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
∑

j

hijUj + h̃ijVj = (Ei + λ)Ui , ✭✽✻✮

∑

j

h̃∗ijUj − h∗ijVj = (Ei − λ)Vi ✭✽✼✮

✇❤❡r❡ Ei ❛r❡ t❤❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜②

V ∗
i ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r i✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r♠✉❧❛✿

E1 + 2E2 + 3E3 + 4E4 =
∑

i

V 2
i (λ− Ei) . ✭✽✽✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❍❋❇ st❛❜✐❧✐t② ❡♥❡r❣②✱

δE❍❋❇ =
∑

i

V 2
i (λ− Ei)− (E1 + 2E2 + 3E3 + 4E4) , ✭✽✾✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ |Φ〉 ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✶✻✳ ❈♦rr❡❝t❡❞ ❡rr♦rs

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ✇❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛ ❢❡✇ ❧✐tt❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs

❛♥❞ t✇♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✻✳✶ ❛♥❞ ✷✳✶✻✳✷✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢

❤❢♦❞❞✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✸

✷✳✶✻✳✶✳ ■♥❝♦rr❡❝t s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❨✉❦❛✇❛ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ✭✈✷✳✵✽✐✮ ❬✹❪✱

✭✈✷✳✵✽❦✮ ❬✺❪✱ ✭✈✷✳✹✵❤✮ ❬✻❪✱ ✭✈✷✳✹✾t✮ ❬✼❪✱ ❛♥❞ ✭✈✷✳✼✸②✮ ❬✽❪ ♦❢ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡

❨✉❦❛✇❛ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✇❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✼✺❪✳

✷✳✶✻✳✷✳ ■♥❝♦rr❡❝t ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ●❈▼ ❦❡r♥❡❧s✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✈❡rs✐♦♥s ✭✈✷✳✶✵❛✮ ❛♥❞ ✭✈✷✳✾✾✉✮✱

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ●❈▼ ❦❡r♥❡❧s ✇❡r❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ✐ts❡❧❢

♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t r❡❛❧✱ ❛♥❞ ✇❛s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ✭✈✷✳✹✵❤✮ ❬✻❪✱ ✭✈✷✳✹✾t✮ ❬✼❪✱ ❛♥❞ ✭✈✷✳✼✸②✮ ❬✽❪✳

✷✳✶✻✳✸✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✐✛ ♠♦♠❡♥t✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✈❡rs✐♦♥s ✭✈✷✳✶✾♥✮ ❛♥❞ ✭✈✷✳✽✵♠✮✱ t❤❡

❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✴✶✵ ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❝❤✐✛ ♠♦♠❡♥t✱ ❝❢✳ ❊q✳ ✭✷✮

✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✺❪✱ ✇❛s ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣r✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ✭✈✷✳✹✵❤✮ ❬✻❪✱ ✭✈✷✳✹✾t✮ ❬✼❪✱ ❛♥❞

✭✈✷✳✼✸②✮ ❬✽❪✳

✷✳✶✻✳✹✳ ❚✐♠❡✲♦❞❞ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ✈❡rs✐♦♥

✭✈✷✳✻✻❜✮✱ ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❡❞ t✐♠❡✲♦❞❞ s②♠♠❡tr✐❡s ✭■❙■▼❚❳❂✶✱ ♦r ■❙■▼❚❨❂✶ ♦r ■❙■▼❚❩❂✶✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✷ ❬✹❪✮✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡

✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✇❛s t❤✉s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✹✾t✮ ❬✼❪

♦❢ ❤❢♦❞❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✼✸②✮ ❬✽❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐t ✇❛s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✷✳✶✻✳✺✳ ❱❡r② ❧❛r❣❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s❡s✳ ❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✲

♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s❡s ♦❢ ◆❖❙❈■▲❃✸✻✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✻ ❬✷❪✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♠❛② ❜❡❤❛✈❡ ❡rr❛t✐❝❛❧❧②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✽✶❜✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ◆❖❙❈■▲❃✸✻ ❛r❡ ♥♦t

❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❛✇❛✐ts ❢✉t✉r❡ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳

✷✳✶✻✳✻✳ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✐s♦s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥

❦❡②✇♦r❞s P❘❖❏❊❈❚●❈▼ ✭❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✮ ❛♥❞ P❘❖❏❊❈❚■❙❖ ✭❙❡❝t✐♦♥ ❱■■✲✸✳✶ ❬✼❪✮ ✇❡r❡

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦✉❧❞

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣

t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸ ❬✷❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ■P❘❘❖❚❂✵ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✮✱

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚●❈▼ ✇❡r❡ ♥♦t ✐❣♥♦r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

tr✐❣❡r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ✉s❡r✬s ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s

• ■P❘❘❖❚ ✭❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚●❈▼✮✱

• ■P❘■❙❖ ✭❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚■❙❖✮✱

• ■P❘◆❯▼ ✭❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏P❆❘◆❯▼✮✱

• ■P❘❱❊❈ ✭❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❱❊❈◆❯▼✮✱

• ■P❘P❚❨ ✭❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏P❆❘■❚❨✮✱



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✹

♠✉st ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡✐r ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♠✉st ❛❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ ♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

■♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ■P❘●❈▼✳ ❋♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❡q✉❛❧ t♦ ✵ ✭♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵✮✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡❛❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❦❡②✇♦r❞ ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✭✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮✳

✷✳✶✻✳✼✳ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥ t✐❧t❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❲❤❡♥ ❦❡②✇♦r❞s

❖▼❊●❆❴❳❨❩ ❛♥❞ ❖▼❊●❆❴❘❚P ✭❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✺ ❬✹❪✮ ✇❡r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t

❞❛t❛ ✜❧❡✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇❡r❡

✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲

✸ ❬✷❪✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❦❡②✇♦r❞s

✐s ♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳

✷✳✶✻✳✽✳ ■♥❝♦rr❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡✳ ❋♦r r✉♥s ✇✐t❤♦✉t ✐s♦s♣✐♥✲

s②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ♥♦t ❛❧❧ ❦❡r♥❡❧s ✇❡r❡ st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱

❛♥❞ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤♦s❡ ♥♦t st♦r❡❞ ✇❡r❡ ❧❛t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥t♦✉ts✳ ❚❤✐s ✇❛s ❝❛✉s✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ♣r✐♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✉♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞

t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ✇❡r❡ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡✳

✷✳✶✻✳✾✳ ■♥❝♦rr❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❊❈❖❘❉ ✜❧❡✳ ❆❢t❡r ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✶✳✼✽✮✱ ❋❡r♠✐

❡♥❡r❣✐❡s✱ ♣❛✐r✐♥❣ ❣❛♣s✱ ❛♥❞ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡

❘❊❈❖❘❉ ✜❧❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ s♠♦♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ r✉♥s ✇✐t❤ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✐♠♣❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❤❛❞ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ✜♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ r❡s✉❧ts✳ ■t ✇❛s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❤❢♦❞❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✵✽✐✮ ❬✹❪✳

✷✳✶✻✳✶✵✳ ■♥❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②✇♦r❞ ❋■▲❙■●❴◆❊❯✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✷✳✹✵❤✮ ❬✻❪✱

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②✇♦r❞ ❋■▲❙■●❴◆❊❯ ✇❛s ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t✇✐❝❡

♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❞✿ ✧♠❛tr✐❝❡s ❑❖❋■▲● ❝♦♥t❛✐♥ t✇✐❝❡

♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❑❍❋■▲● ❛♥❞ ❑P❋■▲●✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❢♦r t❤❡♠

♣❛rt✐❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❑❖❋■▲●✴✭❑P❋■▲●✲❑❍❋■▲●✰✶✮✴✷✧✳

✸✳ ■♥♣✉t ❉❛t❛ ❋✐❧❡

❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡ ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸ ❬✷❪❀ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥

✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ t❤❡s❡ r✉❧❡s r❡♠❛✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡♠s

✭❦❡②✇♦r❞s✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ♦♥❡s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✱ ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶✕✸✳✼✳ ❋♦r s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡♠s✱ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ♦r ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢

✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✮✳

❋♦r ❡✈❡r② ❦❡②✇♦r❞ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

r❡❛❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ ❝❤❛r❛❝t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st st❛rt ❛t t❤❡ ✶✸t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t

❧✐♥❡✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❋❖❘❚❘❆◆ ❢r❡❡ ❢♦r♠❛t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s

❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♦r r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ✇❤❡♥ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✺

■◆❚❊●❊❘ ❚❨P❊ ❬■▼P▲■❈■❚ ■◆❚❊●❊❘ ✭■✲◆✮❪ ♦r ❘❊❆▲ ❚❨P❊ ❬■▼P▲■❈■❚ ❘❊❆▲

✭❆✲❍✱❖✲❩✮❪ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✳✶✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

✸✳✶✳✶✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ ❝❡♥tr❛❧ t❡r♠s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ✷❇❖❉❨❉❊▲❚❆

✵✳✱ ✵ ❂ ❚❲❖■◆P✱ ■❚❲❖■◆

❋♦r ■❚❲❖■◆❂✶✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❚❲❖■◆P ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡

❙❦②r♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t0✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡

✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢

t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡✳ ❋♦r ■❚❲❖■◆❂✵✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❚❲❖■◆P ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳

❑❡②✇♦r❞✿ ✸❇❖❉❨❉❊▲❚❆

✵✳✱ ✵ ❂ ❚❍❘■◆P✱ ■❚❍❘■◆

❋♦r ■❚❍❘■◆❂✶✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❚❍❘■◆P ❞❡✜♥❡s t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r u0✱

❊q✳ ✭✷✮✳ ❋♦r ■❚❍❘■◆❂✵✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❚❍❘■◆P ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ③❡r♦✲r❛♥❣❡

❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❑❡②✇♦r❞✿ ✹❇❖❉❨❉❊▲❚❆

✵✳✱ ✵ ❂ ❋❖❯■◆P✱ ■❋❖❯■◆

❋♦r ■❋❖❯■◆❂✶✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❋❖❯■◆P ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢♦✉r✲❜♦❞② ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r v0✱

❊q✳ ✭✸✮✳ ❋♦r ■❋❖❯■◆❂✵✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❋❖❯■◆P ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r✲❜♦❞② ③❡r♦✲r❛♥❣❡

❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❑❨❘▼❊■◆P❯

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✶✳ ❂ ❚✵❴❉❆❚✱ ❳✵❴❉❆❚✱

❚✶❴❉❆❚✱ ❳✶❴❉❆❚✱

❚✷❴❉❆❚✱ ❳✷❴❉❆❚✱

❚✸❴❉❆❚✱ ❳✸❴❉❆❚✱

❲❲❴❉❆❚✱ P❖❴❉❆❚

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❑❨❘▼❊❴❊❘❘

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✶✳ ❂ ❚✵❴❊❘❘✱ ❳✵❴❊❘❘✱

❚✶❴❊❘❘✱ ❳✶❴❊❘❘✱

❚✷❴❊❘❘✱ ❳✷❴❊❘❘✱

❚✸❴❊❘❘✱ ❳✸❴❊❘❘✱

❲❲❴❊❘❘✱ P❖❴❊❘❘

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❑❨❘▼❊❴❋❆❈



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✻

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✶✳ ❂ ❚✵❴❋❆❈✱ ❳✵❴❋❆❈✱

❚✶❴❋❆❈✱ ❳✶❴❋❆❈✱

❚✷❴❋❆❈✱ ❳✷❴❋❆❈✱

❚✸❴❋❆❈✱ ❳✸❴❋❆❈✱

❲❲❴❋❆❈✱ P❖❴❋❆❈

❋♦r t❤❡ ❙❦②r♠❡✲❢♦r❝❡ ❛❝r♦♥②♠✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✮✱ ❙❑❨❘▼❊❂■◆P❯✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❡♥ ✐♥♣✉t

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❦②r♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t0✱ x0✱ t1✱ x1✱ t2✱ x2✱

t3✱ x3✱ W0✱ ❛♥❞ α✱ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✳ ❊❛❝❤

♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✱ ❡✳❣✳✱ t0❂❚✵❴❉❆❚✰❚✵❴❊❘❘✯❚✵❴❋❆❈✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛

s②st❡♠❛t✐❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ❚✵❴❉❆❚✱ s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛ st❡♣ ❚✵❴❊❘❘ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞

❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❚✵❴❋❆❈✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❬✼✻❪ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ❙❦②r♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❑❨❘▼❊P❆■❘

✵ ❂ ❑❊❚❆P❆

❋♦r ❑❊❚❆P❆❂✶ ♦r ✷✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✼✼✱ ✷✼❪ ❛r❡ t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❑❊❚❆P❆❂✷✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t

❢♦r❝❡ W0 ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❑❊❚❆P❆❂✵✱ ❛❧❧ ♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡

♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❑❊❚❆P❆❂✶ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❢✉❧❧② s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛✐r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❙❑❨❘▼❊❂❙❑P ❙❦②r♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✼✼❪✱ ❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥②

♦t❤❡r ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡✳ ❑❊❚❆P❆❃✵ r❡q✉✐r❡s ◆❖❩❊P❆❂✵✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢

t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❑❊❚❆P❆❃✵ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■❙■▼P❨❂✵✱ ■❙■◗❚❨❂✵✱ ■P◆▼■❳❂✵✱ ■❋❚❊▼P❂✵✱

❛♥❞ ❑❊❚❆❴❚❂✵✳

✸✳✶✳✷✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ✸❇❖❉❨●❘❆❉

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵ ❂ ❚●❘❆✶✵✱ ❚●❘❆✶✶✱ ❚●❘❆✷✵✱ ❚●❘❆✷✶✱ ❚●❘❆✷✷✱ ■●❘❆■◆

❋♦r ■●❘❆■◆❂✶✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡ ✭✹✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u1❂❚●❘❆✶✵✱ y1❂❚●❘❆✶✶✱ u2❂❚●❘❆✷✵✱ y21❂❚●❘❆✷✶✱ ❛♥❞ y22❂❚●❘❆✷✷✳ ❋♦r ■●❘❆■◆❂✵✱ t❤❡

✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚●❘❆✶✵✱ ❚●❘❆✶✶✱ ❚●❘❆✷✵✱ ❚●❘❆✷✶✱ ❛♥❞ ❚●❘❆✷✷ ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞②

❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❦❡②✇♦r❞

✸❇❖❉❨●❘❆❉ ♠❛st ♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞ ✸❇❖❉❨●❘❯❨✳

❑❡②✇♦r❞✿ ✸❇❖❉❨●❘❯❨

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵ ❂ ❚●❘❆✶✵✱ ❚❯✶❴❨✶✱ ❚●❘❆✷✵✱ ❚❯✷❨✷✶✱ ❚❯✷❨✷✷✱ ■●❘❆■◆

❋♦r ■●❘❆■◆❂✶✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡ ✭✹✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u1❂❚●❘❆✶✵✱ u1y1❂❚❯✶❴❨✶✱ u2❂❚●❘❆✷✵✱ u2y21❂❚❯✷❨✷✶✱ ❛♥❞ u2y22❂❚❯✷❨✷✷✳ ❋♦r

■●❘❆■◆❂✵✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚●❘❆✶✵✱ ❚❯✶❴❨✶✱ ❚●❘❆✷✵✱ ❚❯✷❨✷✶✱ ❛♥❞ ❚❯✷❨✷✷ ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞

❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r ❦❡②✇♦r❞ ✸❇❖❉❨●❘❯❨✱

✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚●❘❆✶✵= 0 ♦r ❚●❘❆✷✵= 0 ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✷✼

❦❡②✇♦r❞ ✸❇❖❉❨●❘❯❨ ♠✉st ♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞ ✸❇❖❉❨●❘❆❉✳

✸✳✶✳✸✳ ❩❡r♦✲r❛♥❣❡ t❡♥s♦r t❡r♠s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❑❨❘▼❊❚❊◆❙

✵✳✱ ✵✳✱ ✵ ❂ ❚❊■◆P❯✱ ❚❖■◆P❯✱ ❑❊❚❆❴❚

❋♦r ❑❊❚❆❴❚❂✷✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲r❛♥❣❡ t❡♥s♦r ❢♦r❝❡✱ ❊q✳ ✭✺✮✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

te❂❚❊■◆P❯✱ to❂❚❖■◆P❯✳ ❋♦r ❑❊❚❆❴❚❂✶✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ te ❛♥❞ to ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡

♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❙❦②r♠❡ ❢♦r❝❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ✐ts ❛❝r♦♥②♠✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✳

❋♦r ❑❊❚❆❴❚❂✵✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚❊■◆P❯ ❛♥❞ ❚❖■◆P❯✱ ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s♦r ❢♦r❝❡ ✐s

♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❑❊❚❆❴❚❃✵ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s

■P◆▼■❳❂✵ ❛♥❞ ❑❊❚❆P❆❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❚❊◆❴❆❉❉❴P▼
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st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■P◆▼■❳❂✵✱ ■❘❊◆▼❆❂✵✱ ❛♥❞ ■❇❘❖❨❉❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊●❯❈❖❯P▲■

✶✵✵✱ ✵✱ ✶✳ ❂ ■❘❊❘❊❏✭✶✮✱◆❘❊❘❊❏✭✶✮✱❘❊●❲■❉

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❱❈❈✭✶✱✶✮✱❘❊❏❱❈❈✭✶✱✷✮✱❘❊❏❱❈❈✭✶✱✸✮✱❘❊❏❱❈❈✭✶✱✹✮

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❱❈❈✭✷✱✶✮✱❘❊❏❱❈❈✭✷✱✷✮✱❘❊❏❱❈❈✭✷✱✸✮✱❘❊❏❱❈❈✭✷✱✹✮

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❱❈❈✭✐✱✶✮✱❘❊❏❱❈❈✭✐✱✷✮✱❘❊❏❱❈❈✭✐✱✸✮✱❘❊❏❱❈❈✭✐✱✹✮

❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡❛❞s i❂■❘❊❘❊❏✭✶✮ ❧✐♥❡s ✇✐t❤

• ❢♦✉r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts W
(n)
j ✱ B

(n)
j ✱ H

(n)
j ✱ ❛♥❞ M

(n)
j ♣❡r ❧✐♥❡ ✭❢♦r ◆❘❊❘❊❏✭✶✮❁✵✮ ❛♥❞

✉s❡s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✹✮

• ❢♦✉r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥tsW (n)✱ B(n)✱ H(n)✱ ❛♥❞M (n) ♣❡r ❧✐♥❡ ✭❢♦r ◆❘❊❘❊❏✭✶✮❃✵✮✱ ❛♥❞

✉s❡s ❧♦❝❛❧ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✹✼✮✳

N❂✷✯⑤◆❘❊❘❊❏✭✶✮⑤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n✮ ❛♥❞

a❂❘❊●❲■❉ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r♠❢❛❝t♦r ga(r)✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

❋♦r ◆❘❊❘❊❏✭✶✮❁✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡s r❡❛❞s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❡r♠s

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✭✹✷✮✕✭✺✹✮ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❡r♠s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ T̂3 ♦♣❡r❛t♦r✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✹✶✮ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡

❧❛tt❡r t❡r♠s ✇❡r❡ ♥♦t ②❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❜②

✐♥❞❡① k = 1, . . . i ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐❝❡s n ❛♥❞ j

❛s✿

k n j k n j k n j k n j

1 0 1 2 2 1 4 4 1 7 6 1

3 2 2 5 4 2 8 6 2

6 4 3 9 6 3

10 6 4

✭✾✵✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s r❡❛❞ i ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤❛t

✐s✱ ❢♦r ◆❘❊❘❊❏✭✶✮❁✵ ♦r ◆❘❊❘❊❏✭✶✮≥✵ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❡①❛❝t❧② i = (N + 2)(N + 4)/8 ♦r

i = (N + 2)/2 ❧✐♥❡s r❡❛❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋♦r ■❘❊❘❊❏✭✶✮❂✵✱ ♥♦ ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡❛❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧

❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✹✼✮ ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts W (n)✱ B(n)✱ H(n)✱ ❛♥❞ M (n)

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●♦❣♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ ♦r❞❡r N ✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✷❪ ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞✳ ❋♦r ■❘❊❘❊❏✭✶✮❂✵✱ ◆❘❊❘❊❏✭✶✮❁✵ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳

■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱

• ❦❡②✇♦r❞ ❘❊●❯❈❖❯P▲■ ♠✉st ♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞ ❘❊●❯▲❴❚❳❨❩✱



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✵

• ❛❧❧ r❡❛❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛rr❛② ■❘❊❘❊❏ ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡

■❘❊❘❊●✱

• ❛❧❧ r❡❛❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛rr❛② ◆❘❊❘❊❏ ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡

◆✸▲❖❘❉✳

■♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s ❛rr❛② ❘❊●❱❈❈❂❘❊❏❱❈❈✳ ❚♦ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛❞ ❜❡❡♥ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡✱ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛rr❛② ■❘❊❘❊❏

❛r❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t♦ ✶✵✵✳

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧

♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✹✮ ♦r ❧♦❝❛❧ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✹✼✮ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉♣ t♦ ♦r❞❡r N = 4

✭◆✷▲❖✮ ♦r N = 6 ✭◆✸▲❖✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡

−2 ≤ N3LORD ≤ 3✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊●❈❖❯P❊❘❘

✶✵✵✱ ✵✱ ❂ ■❘❊❘❊❏✭✷✮✱◆❘❊❘❊❏✭✷✮

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❊❘❘✭✶✱✶✮✱❘❊❏❊❘❘✭✶✱✷✮✱❘❊❏❊❘❘✭✶✱✸✮✱❘❊❏❊❘❘✭✶✱✹✮

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❊❘❘✭✷✱✶✮✱❘❊❏❊❘❘✭✷✱✷✮✱❘❊❏❊❘❘✭✷✱✸✮✱❘❊❏❊❘❘✭✷✱✹✮
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✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❊❘❘✭✐✱✶✮✱❘❊❏❊❘❘✭✐✱✷✮✱❘❊❏❊❘❘✭✐✱✸✮✱❘❊❏❊❘❘✭✐✱✹✮

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊●❈❖❯P❋❆❈

✶✵✵✱ ✵✱ ❂ ■❘❊❘❊❏✭✸✮✱◆❘❊❘❊❏✭✸✮
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✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❋❆❈✭✐✱✶✮✱❘❊❏❋❆❈✭✐✱✷✮✱❘❊❏❋❆❈✭✐✱✸✮✱❘❊❏❋❆❈✭✐✱✹✮

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊●❯▲❴❚❳❨❩

✶✵✵✱ ✵✱ ✶✳ ❂ ■❘❊❘❊❏✭✹✮✱◆❘❊❘❊❏✭✹✮✱❘❊●❲■❉

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❚❈❈✭✶✱✶✮✱❘❊❏❚❈❈✭✶✱✷✮✱❘❊❏❚❈❈✭✶✱✸✮✱❘❊❏❚❈❈✭✶✱✹✮

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❚❈❈✭✷✱✶✮✱❘❊❏❚❈❈✭✷✱✷✮✱❘❊❏❚❈❈✭✷✱✸✮✱❘❊❏❚❈❈✭✷✱✹✮
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✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❘❊❏❚❈❈✭✐✱✶✮✱❘❊❏❚❈❈✭✐✱✷✮✱❘❊❏❚❈❈✭✐✱✸✮✱❘❊❏❚❈❈✭✐✱✹✮

❚❤❡ t❤r❡❡ ❦❡②✇♦r❞s ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s

✭✷✹✮ ♦r ✭✹✼✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ❢♦r ❦❡②✇♦r❞ ❘❊●❯❈❖❯P▲■✳ ❆rr❛② ❘❊❏❚❈❈

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❊q✳ ✭✷✻✮✱ t❤❛t ✐s✱

REGVCC(:, 1) = REJTCC(:, 1)

REGVCC(:, 2) = REJTCC(:, 1) ∗ REJTCC(:, 2)
REGVCC(:, 3) = REJTCC(:, 1) ∗ REJTCC(:, 3)
REGVCC(:, 4) = REJTCC(:, 1) ∗ REJTCC(:, 4)

✭✾✶✮

❆rr❛②s ❘❊❏❊❘❘ ❛♥❞ ❘❊❏❋❆❈ ♠♦❞✐❢② ❛rr❛② ❘❊●❱❈❈ ❛s

REGVCC(:, :) = REGVCC(:, :) + REJERR(:, :) ∗ REJFAC(:, :) ✭✾✷✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✶

❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rr❛② ❘❊●❱❈❈ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❦❡②✇♦r❞

❘❊●❯▲❴❚❳❨❩ ♦r ❘❊●❯❈❖❯P▲■ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐t✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱

• ❦❡②✇♦r❞ ❘❊●❯❈❖❯P▲■ ♠✉st ♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞ ❘❊●❯▲❴❚❳❨❩✱

• ❛❧❧ r❡❛❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛rr❛② ■❘❊❘❊❏ ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡

■❘❊❘❊●✱

• ❛❧❧ r❡❛❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛rr❛② ◆❘❊❘❊❏ ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡

◆✸▲❖❘❉✳

❚♦ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛❞ ❜❡❡♥ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t

❞❛t❛ ✜❧❡✱ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛rr❛② ■❘❊❘❊❏ ❛r❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t♦ ✶✵✵✳

✸✳✶✳✻✳ ❙❡♣❛r❛❜❧❡ t❡r♠s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❊P❆❘●❆❯❙❙

✵ ❂ ■❴❙❊P❆

❋♦r ■❴❙❊P❆❃✵✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✼✮

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋♦r ■❴❙❊P❆❂✷ ♦r ✸✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t ♠❡❛♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛♥ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ■❴❙❊P❆❂✷ ♦r ✹✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡

♠❡❛♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛♥ ✜❡❧❞✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ■❴❙❊P❆❂✶

r❡q✉❡sts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡♥❡r❣② ♦♥❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ■❴❙❊P❆❂✷ r❡q✉❡sts ❢✉❧❧

s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❋♦r

■❴❙❊P❆❂✵✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳

❋♦r ■❴❙❊P❆❃✵ ❛♥❞ ■P❆❍❋❇❃✶✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐ss✉❡s ❛ ✇❛r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t✱ ✉♥❧❡ss

t❤❡ ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ♣❛✐r✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❡t t♦ ③❡r♦✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✱ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣ st✐❧❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❋♦r ◆❖❩❊P❆❂✶✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶✱ t❤❡ ③❡r♦✲

r❛♥❣❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛r♥✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣r✐♥t❡❞✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡

❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ■❴❙❊P❆❃✵ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■P◆▼■❳❂✵✱ ■❘❊◆▼❆❂✵✱ ❛♥❞ ■❇❘❖❨❉❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❊P❆❘❴P❆■❘

✵ ❂ ■❙❊PP❆

❋♦r ■❙❊PP❆❃✵✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✼✮ ❛r❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋♦r ■❙❊PP❆❂✷✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲

❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛✐r✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ■❙❊PP❆❂✶ r❡q✉❡sts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦

t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡r❡❛s ■❴❙❊P❆❂✷ r❡q✉❡sts ❢✉❧❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤

♣❛✐r✐♥❣ ✜❡❧❞s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❋♦r ■❴❙❊P❆❂✵✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡

♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ■❙❊PP❆❃✵ r❡q✉✐r❡s ■P❆❍❋❇❃✵✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡

❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ■❙❊PP❆❃✵ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■P◆▼■❳❂✵✱ ■❘❊◆▼❆❂✵✱ ❛♥❞ ■❇❘❖❨❉❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❊P❈❖❯P▲■

✵✱ ✵ ❂ ■❱■❙❊P✱◆✸❙❊❘❉

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❙❊P❱■❈✭✶✱✶✮✱❙❊P❱■❈✭✶✱✷✮✱❙❊P❱■❈✭✶✱✸✮✱❙❊P❱■❈✭✶✱✹✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✷

❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡❛❞s ♦♥❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts

W̃ ✱ B̃✱ H̃✱ ❛♥❞ M̃ ❛♥❞ ✉s❡s s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✼✮✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢

t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ♦❢ i❂■❱■❙❊P❂✵ ♦r ✶ ❛♥❞ n❂◆✸❙❊❘❉❂✵ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞❀

♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❢t❡r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱

✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡❞ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✹✮✳ ❯♥❧❡ss ❦❡②✇♦r❞

❙❊P❆❘❴❋❖❘▼ ✇✐t❤ ◆❯❙❊●❆❃✵ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❦❡②✇♦r❞ ❙❊P❈❖❯P▲■ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

t❤❡ ❢♦r♠❢❛❝t♦r ✭✺✽✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ♦❢

K❂◆❯❙❊●❆❂✶✱ A1❂❙❊P●❆❯✭✶✮❂✶✱ ❛♥❞ a1❂❙❊P❲■❉✭✶✮❂✶✳ ■♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s

✈❛r✐❛❜❧❡ ■❘❊❙❊P❂■❱■❙❊P ❛♥❞ ❛rr❛② ❙❊P❱❈❈❂❙❊P❱■❈✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱

❦❡②✇♦r❞ ❙❊P❈❖❯P▲■ ♠✉st ♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞ ❙❊P❴❚❳❨❩✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❊P❴❚❳❨❩

✵✱ ✵ ❂ ■❱■❙❊P✱◆✸❙❊❘❉

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❙❊P❚■❈✭✶✱✶✮✱❙❊P❚■❈✭✶✱✷✮✱❙❊P❚■❈✭✶✱✸✮✱❙❊P❚■❈✭✶✱✹✮

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❊P❈❖❯P❊❘❘

✵ ❂ ■❊❘❙❊P

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❙❊P❊❘❘✭✶✱✶✮✱❙❊P❊❘❘✭✶✱✷✮✱❙❊P❊❘❘✭✶✱✸✮✱❙❊P❊❘❘✭✶✱✹✮

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❊P❈❖❯P❋❆❈

✵ ❂ ■❋❆❙❊P

✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳✱ ✵✳ ❂ ❙❊P❋❆❈✭✶✱✶✮✱❙❊P❋❆❈✭✶✱✷✮✱❙❊P❋❆❈✭✶✱✸✮✱❙❊P❋❆❈✭✶✱✹✮

❚❤❡ t❤r❡❡ ❦❡②✇♦r❞s ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡

♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✼✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ❢♦r ❦❡②✇♦r❞ ❙❊P❈❖❯P▲■✳ ❆rr❛②

❙❊P❚■❈ ❝♦♥t❛✐♥s str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs t̃✱ x̃✱ ỹ✱ ❛♥❞ z̃ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛s

W̃ = t̃✱ B̃ = t̃x̃✱ H̃ = t̃ỹ✱ ❛♥❞ M̃ = t̃z̃✱ t❤❛t ✐s✱

SEPVIC(:, 1) = SEPTIC(:, 1)

SEPVIC(:, 2) = SEPTIC(:, 1) ∗ SEPTIC(:, 2)
SEPVIC(:, 3) = SEPTIC(:, 1) ∗ SEPTIC(:, 3)
SEPVIC(:, 4) = SEPTIC(:, 1) ∗ SEPTIC(:, 4)

✭✾✸✮

■♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ■❘❊❙❊P❂■❱■❙❊P ❛♥❞ ❛rr❛② ❙❊P❱❈❈❂❙❊P❱■❈✳ ❆rr❛②s

❙❊P❊❘❘ ❛♥❞ ❙❊P❋❆❈ ♠♦❞✐❢② ❛rr❛② ❙❊P❱❈❈ ❛s

SEPVCC(:, :) = SEPVCC(:, :) + SEPERR(:, :) ∗ SEPFAC(:, :) ✭✾✹✮

❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rr❛② ❙❊P❱❈❈ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❦❡②✇♦r❞

❙❊P❴❚❳❨❩ ♦r ❙❊P❈❖❯P▲■ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐t✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱

♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ♦❢ i❂■❊❘❙❊P❂■❋❆❙❊P❂■❱■❙❊P❂✵ ♦r ✶ ❛♥❞ n❂◆✸❙❊❘❉❂✵ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ ❛

❣✐✈❡♥ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❦❡②✇♦r❞ ❙❊P❴❚❳❨❩ ♠✉st ♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤

❦❡②✇♦r❞ ❙❊P❈❖❯P▲■✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❊P❆❘❴❋❖❘▼



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✸

✶ ❂ ◆❯❙❊●❆

✶✳✱ ✶✳✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✶✳ ❂ ❙❊P❲■❉✭✶✮✱❙❊P❲■❉✭✷✮✱✳ ✳ ✳ ✱❙❊P❲■❉✭◆❯❙❊●❆✮

✶✳✱ ✵✳✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✵✳ ❂ ❙❊P●❆❯✭✶✮✱❙❊P●❆❯✭✷✮✱✳ ✳ ✳ ✱❙❊P●❆❯✭◆❯❙❊●❆✮

❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ ❢♦r K❂◆❯❙❊●❆❃✵ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡❛❞s t✇♦ ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ✇✐❞t❤s

ak❂❙❊P❲■❉✭❦✮ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Ak❂❙❊P●❆❯✭❦✮ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s t❤❛t ❞❡✜♥❡ ❢♦r♠❢❛❝t♦r ✭✺✽✮

♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✼✮✳

✸✳✷✳ ❙②♠♠❡tr✐❡s

❑❡②✇♦r❞✿ ❍❋❇✷❍❋

✵✱ ✵✱ ❂ ■P❆✷❍❋✭✵✮✱■P❆✷❍❋✭✶✮

❑❡②✇♦r❞✿ ●❆P✷❍❋

✵✳✱ ✵✳✱ ❂ ❉❊▲✷❍❋✭✵✮✱❉❊▲✷❍❋✭✶✮

❚❤❡ t✇♦ ❦❡②✇♦r❞s ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❍❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ✭♣r♦t♦♥s✮✱ ■P❆✷❍❋✭✵✮❂✶✭✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❍❋❇ ♠❡t❤♦❞ ✐s

✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦t♦♥s ✭♥❡✉tr♦♥s✮✱ ■P❆✷❍❋✭✵✮❂✵✭✶✮✳ ❋♦r ■P❆✷❍❋✭✵✮❂■P❆✷❍❋✭✶✮❂✵✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞

♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❦❡②✇♦r❞s ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡

❍❋✴❍❋❇ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ■P❆✷❍❋✭✵✮❂■P❆✷❍❋✭✶✮❂✶✱ t❤❡ ❍❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❢♦r

❜♦t❤ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❦❡②✇♦r❞s ❤❛♥❞❧✐♥❣

t❤❡ ❍❋✴❍❋❇ ♠❡t❤♦❞✳

❋♦r ■P❆✷❍❋✭✵✮❂✷ ♦r ■P❆✷❍❋✭✶✮❂✷✱ t❤❡ ❍❋❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉❡st❡❞ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s

♦r ♣r♦t♦♥s ✇✐❧❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤ ♦✈❡r t♦ ❍❋ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡

♥❡✉tr♦♥ ♦r ♣r♦t♦♥ ♣❛✐r✐♥❣ ❣❛♣ ❣♦❡s ❜❡❧♦✇ DEL2HF(0) ♦r DEL2HF(1)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

✉s❡r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r♦♣❡r❧② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❍❋ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡

❍❋❇ r✉♥ ✐s st❛rt❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ❦❡②✇♦r❞s ✇♦✉❧❞

♥♦t ❜❡ ♣r❡✲t❡st❡❞✳ ■P❆✷❍❋✭✵✮❃✵ ♦r ■P❆✷❍❋✭✶✮❃✵ r❡q✉✐r❡s ■P❆❍❋❇✭✵✮❃✵✳

✸✳✸✳ ❙②♠♠❡tr② r❡st♦r❛t✐♦♥

❑❡②✇♦r❞✿ P❘❖❏P❆❘◆❯▼

✵✱ ✶ ❂ ■P❘◆❯▼✱ ◆P◆❑◆❖

❋♦r ■P❘◆❯▼❂✶✭✷✮ ❛♥❞ ◆P◆❑◆❖❃✶✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧✮ ●❈▼ ❦❡r♥❡❧s✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣❡r❢♦r♠s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t♦t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r

A❂■◆❴❋■❳✰■❩❴❋■❳✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✲❚❝❤❡❜②s❝❤❡✈ ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❣❛✉❣❡ ❛♥❣❧❡ φ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ 0 ≤ φ < π ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ◆P◆❑◆❖✳

■P❘◆❯▼❃✵ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦♥③❡r♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✇✐t❝❤❡s✿ ■P❘❘❖❚✱

■P❘■❙❖✱ ■P❘❱❊❈✱ ❛♥❞ ■P❘P❚❨✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✻✳✻✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘❖❏❱❊❈◆❯▼

✵✱ ✶ ❂ ■P❘❱❊❈✱ ◆❚❩❑◆❖



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✹

❋♦r ■P❘❱❊❈❂✶✭✷✮ ❛♥❞ ◆❚❩❑◆❖❃✶✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧✮ ●❈▼ ❦❡r♥❡❧s✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣❡r❢♦r♠s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❞♦✉❜❧❡❞ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥✳

✷Tz❂■◆❴❋■❳✲■❩❴❋■❳✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✲❚❝❤❡❜②s❝❤❡✈ ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❣❛✉❣❡ ❛♥❣❧❡ φT ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ 0 ≤ φT < π ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

◆❚❩❑◆❖✳ ■P❘◆❯▼❃✵ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦♥③❡r♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✇✐t❝❤❡s✿

■P❘❘❖❚✱ ■P❘■❙❖✱ ■P❘◆❯▼✱ ❛♥❞ ■P❘P❚❨✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✻✳✻✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘❖❏P❆❘■❚❨

✵✱ ✵✱ ✰✶ ❂ ■P❘P❚❨✱ ◆P❆❑◆❖✱ ■P❆P❘❖

❋♦r ■P❘P❚❨❂✶✭✷✮ ❛♥❞ ◆P❆❑◆❖❂✷✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧✮ ●❈▼ ❦❡r♥❡❧s✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣❡r❢♦r♠s ♣❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲♣❛r✐t② ✭❢♦r

■P❆P❘❖❂✰✶✮ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✲♣❛r✐t② ✭❢♦r ■P❆P❘❖❂−✶✮ st❛t❡s✳ ■P❘P❚❨❃✵ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✐t ✐s

❡q✉❛❧ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦♥③❡r♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✇✐t❝❤❡s✿ ■P❘❘❖❚✱ ■P❘■❙❖✱ ■P❘◆❯▼✱ ❛♥❞ ■P❘❱❊❈✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✻✳✻✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❖◆■❙❍■

✵ ❂ ■❖◆■❙❍

❋♦r ■❖◆■❙❍❂✵ ♦r ✶✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s t❤❡ P❢❛✣❛♥ ♦r ❖♥✐s❤✐ ❢♦r♠✉❧❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✾✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❦❡r♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍❋❇ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❦❡②✇♦r❞s P❘❖❏❊❈❚●❈▼✱ P❘❖❏P❆❘■❚❨✱ P❘❖❏P❆❘◆❯▼✱

♦r P❘❖❏❱❊❈◆❯▼✮✳ ■P❘●❈▼❃✶ ✇✐t❤ ■P❆❍❋❇❃✶ ❛♥❞ ■❖◆■❙❍❂✵ r❡q✉✐r❡s ■❚❲❖❇❆❂✶ ❛♥❞

◆❯◗❊❱❊❂✶✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ■P❘●❈▼❃✶ ✇✐t❤ ■P❆❍❋❇❃✶ ❛♥❞

■❖◆■❙❍❂✵ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■❙■▼P❨❂✵ ❛♥❞ ■❙■◗❚❨❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘❖❏❴❏✷❴❚✷

✵✱✵ ❂ ❑❊❚❆❏✷✱ ❑❊❚❆❚✷

❋♦r ❑❊❚❆❏✷❂✶ ✭❑❊❚❆❚✷❂✶✮✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢

t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭t♦t❛❧ ✐s♦s♣✐♥✮ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✭✐s♦s♣✐♥✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❑❊❚❆❏✷❂✶ ✭❑❊❚❆❚✷❂✶✮ ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ✉♥❧❡ss ◆❯❇❑◆❖❂✶ ✭◆❇❚❑◆❖❂✶✮✳ ❊✐t❤❡r ❑❊❚❆❏✷❂✶ ♦r

❑❊❚❆❚✷❂✶ r❡q✉✐r❡s ■❙❆❑❊❘❂✷✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❑❊❘◆■◆❱❊❘❙

✵✱ ✵✱ ❂ ■❑❊■◆❱✱■❑❊❑❆❘

❋♦r ■❑❊■◆❱❃✵ ♦r ■❑❊❑❆❘❃✵✱ ❛♥❞ ❢♦r ■P❘●❈▼❂✶✱ t❤❡ ✧r✐❣❤t✧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ●❈▼♠♦❞❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ D❚
✷❤ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ■◆■■◆❱ ❛♥❞

■◆■❑❆❘ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ ■◆■❴■◆❱❊❘❙ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❦❡②✇♦r❞ ■◆■❴■◆❱❊❘❙✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t

❝❛♥ ❧❛t❡r ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚●❈▼ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ●❈▼ ♠♦❞❡✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ ❦❡②✇♦r❞ ❑❊❘◆■◆❱❊❘❙ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✧r✐❣❤t✧ ❛♥❞ ✧❧❡❢t✧ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✺

❑❡②✇♦r❞✿ ◆❖❇▲❖▲■P❑■

✵✱ ✵✱ ❂ ▲■P◆❖◆✱▲■P◆❖P

❋♦r ▲■P◆❖◆❂✶ ♦r ▲■P◆❖P❂✶✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ♥❡✉tr♦♥ ♦r ♣r♦t♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ♦r ♣r♦t♦♥ ▲✐♣❦✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ t❤❡✐r

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❝♦✉♥t❡❞✳

▲■P◆❖◆❂✶ r❡q✉✐r❡s ▲■P❑■◆❂✶ ❛♥❞ ▲■P◆❖P❂✶ r❡q✉✐r❡s ▲■P❑■P❂✶✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘❖❏❊❴❉❊◆❙

✵ ❂ ■❉❊◆❙❯

❋♦r ■❉❊◆❙❯❂✶✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♥✉♠❜❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✐❣♥♦r❡❞ ❣❛✉❣❡✲❛♥❣❧❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♣✲❤ ❛♥❞ ♣✲♣ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s✳

✸✳✹✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❑❡②✇♦r❞✿ ❆❳■❆▲■❩❊

✵ ❂ ■❆❳■❆P

❋♦r ⑤■❆❳■❆P⑤❂✶✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛①✐❛❧✐③❡s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✶✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ✭❢♦r

■P❆❍❋❇❃✵✮ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞s✳ ❋♦r ■❆❳■❆P❂−✶✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛①✐❛❧✐③❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲

❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦r ✭❢♦r ■P❆❍❋❇❃✵✮✳ ❋♦r ⑤■❆❳■❆P⑤❂✶✱ ■❈❖◆❚■❂✶✱ ❛♥❞

■❋❈❖◆❚❂✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐ss✉❡s ❛ ✇❛r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ❛ s♠♦♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧✐③❡❞

✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜❡❧❞s✱ t❤❛t ✐s✱ ■❋❈❖◆❚❂✶✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲

✸✳✽ ❬✻❪✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ⑤■❆❳■❆P⑤❂✶ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■●❖●P❆❂✵ ❛♥❞

■❆❳■❆P❂−✶ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭◆❯❇❑◆❖❃✶✮✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❱❆❈◆❖◆❆◆❊❯

✵✱ ✶ ❂ ◆▲❙■❩◆✱▼❳❆▲■◆

✵✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✵ ❂ ▲❆▲❙■❩✭−▼❳❆▲■◆✱✵✮✱

▲❆▲❙■❩✭−▼❳❆▲■◆✰✷✱✵✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▲❆▲❙■❩✭✰▼❳❆▲■◆−✷✱✵✮✱

▲❆▲❙■❩✭✰▼❳❆▲■◆✱✵✮

❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡❛❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ▼❳❆▲■◆✰✶

♥✉♠❜❡rs ▲❆▲❙■❩✭✿✱✵✮ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ Ω✲❜❧♦❝❦s✱ ❢r♦♠ Ω❂−▼❳❆▲■◆✴✷ t♦ Ω❂✰▼❳❆▲■◆✴✷✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✹✳ ⑤◆▲❙■❩◆⑤❂✶✱ ✷✱ ♦r ✸ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ x✱ y✱ ♦r z✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ◆▲❙■❩◆❃✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞✐str✐❜✉t❡s ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ Ω✲❜❧♦❝❦s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ▲❆▲❙■❩✭✐✱✵✮✳ ❋♦r ▲❆▲❙■❩✭✐✱✵✮❃✵✱ t❤❡ ⑤▲❆▲❙■❩✭✐✱✵✮⑤ ❧♦✇❡st ♥❡✉tr♦♥ st❛t❡s ❛r❡

♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ Ω❂i/2✳ ❋♦r ▲❆▲❙■❩✭✐✱✵✮❁✵✱ t❤❡ ⑤▲❆▲❙■❩✭✐✱✵✮⑤−✶ ❧♦✇❡st ♥❡✉tr♦♥

st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ Ω❂i/2✱ t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡r ⑤▲❆▲❙■❩✭✐✱✵✮⑤ ✐s ❦❡♣t ❡♠♣t②✱ ❛♥❞

t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡r ⑤▲❆▲❙■❩✭✐✱✵✮⑤✰✶ ✐s ❦❡♣t ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❋♦r ◆▲❙■❩◆❁✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ✜①

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ Ω✲❜❧♦❝❦s ❜✉t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛♥❞ ♣r✐♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛❝r♦ss



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✻

t❤❡ Ω✲❜❧♦❝❦s✳ ▼❳❆▲■◆ ♠✉st ❜❡ ♦❞❞✳ ❋♦r ■P❆■❘■❂✵✱ ■P◆▼■❳❂✵✱ ■❙■▼P❨❂✵✱ ■❙■◗❚❨❂✵✱

■❱❆❈❯▼❂✵✱ ❛♥❞ ◆▲❙■❩◆❃✵✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ❛❧❧ Ω✲❜❧♦❝❦s✱ t❤❛t ✐s✱

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ⑤▲❆▲❙■❩✭✿✱✵✮⑤✱ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ■◆❴❋■❳✳

⑤◆▲❙■❩◆⑤❃✵ r❡q✉✐r❡s ■❙■▼P❨❂✵ ❛♥❞ ■❙■◗❚❨❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❱❆❈◆❖◆❆P❘❖

✵✱ ✶ ❂ ◆▲❙■❩P✱▼❳❆▲■P

✵✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✵ ❂ ▲❆▲❙■❩✭−▼❳❆▲■P✱✶✮✱

▲❆▲❙■❩✭−▼❳❆▲■P✰✷✱✶✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▲❆▲❙■❩✭✰▼❳❆▲■P−✷✱✶✮✱

▲❆▲❙■❩✭✰▼❳❆▲■P✱✶✮

❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❦❡②✇♦r❞ ❱❆❈◆❖◆❆◆❊❯ ❜✉t ❢♦r ♣r♦t♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❱❆❈P❆❘❆◆❊❯

✵✱ ✶ ❂ ◆▲❙■◗◆✱▼❳❆▲■◆

✵✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✵ ❂ ▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✱✵✱✵✮✱

▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✰✷✱✵✱✵✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆−✷✱✵✱✵✮✱

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆✱✵✱✵✮

✵✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✵ ❂ ▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✱✶✱✵✮✱

▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✰✷✱✶✱✵✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆−✷✱✶✱✵✮✱

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆✱✶✱✵✮

❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡❛❞s t✇♦ ❧✐♥❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ▼❳❆▲■◆✰✶

♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ▲❆▲❙■◗✭✿✱✵✱✵✮ ❛♥❞ ▲❆▲❙■◗✭✿✱✶✱✵✮ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲♣❛r✐t② ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲

♣❛r✐t② Ω✲❜❧♦❝❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢r♦♠ Ω❂−▼❳❆▲■◆✴✷ t♦ Ω❂✰▼❳❆▲■◆✴✷✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✹✳

⑤◆▲❙■◗◆⑤❂✶✱ ✷✱ ♦r ✸ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ x✱ y✱ ♦r z✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋♦r ◆▲❙■◗◆❃✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞✐str✐❜✉t❡s ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲♣❛r✐t② ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲

♣❛r✐t② Ω✲❜❧♦❝❦s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ▲❆▲❙■◗✭✐✱❥✱✵✮✱ ✇❤❡r❡ ❥❂✵✭✶✮ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡

♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♣❛r✐t②✳ ❋♦r ▲❆▲❙■◗✭✐✱❥✱✵✮❃✵✱ t❤❡ ⑤▲❆▲❙■◗✭✐✱❥✱✵✮⑤ ❧♦✇❡st ♥❡✉tr♦♥

st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ Ω❂i/2 ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r✐t②✳ ❋♦r ▲❆▲❙■◗✭✐✱❥✱✵✮❁✵✱

t❤❡ ⑤▲❆▲❙■◗✭✐✱❥✱✵✮⑤−✶ ❧♦✇❡st ♥❡✉tr♦♥ st❛t❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ Ω❂i/2 ❢♦r ❛

❣✐✈❡♥ ♣❛r✐t②✱ t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡r ⑤▲❆▲❙■◗✭✐✱❥✱✵✮⑤ ✐s ❦❡♣t ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡r

⑤▲❆▲❙■◗✭✐✱❥✱✵✮⑤✰✶ ✐s ❦❡♣t ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❋♦r ◆▲❙■◗◆❁✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ✜① ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ Ω✲❜❧♦❝❦s ❜✉t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛♥❞ ♣r✐♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ Ω✲❜❧♦❝❦s

♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r✐t✐❡s✳ ▼❳❆▲■◆ ♠✉st ❜❡ ♦❞❞✳ ❋♦r ■P❆■❘■❂✵✱ ■P◆▼■❳❂✵✱ ■❙■▼P❨❂✵✱ ■❙■◗❚❨❂✶✱

■❱❆❈❯▼❂✵✱ ❛♥❞ ◆▲❙■◗◆❃✵✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ❛❧❧ Ω✲❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

♣❛r✐t②✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ⑤▲❆▲❙■◗✭✿✱❥✱✵✮⑤✱ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❣✐✈❡♥



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✼

❜② ❑❱❆❙■◗✭❥✱✵✮✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✸ ❬✹❪✳‡ ⑤◆▲❙■◗◆⑤❃✵ r❡q✉✐r❡s ■❙■▼P❨❂✵ ❛♥❞ ■❙■◗❚❨❂✶✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❱❆❈P❆❘❆P❘❖

✵✱ ✶ ❂ ◆▲❙■◗P✱▼❳❆▲■◆

✵✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✵ ❂ ▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✱✵✱✶✮✱

▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✰✷✱✵✱✶✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆−✷✱✵✱✶✮✱

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆✱✵✱✶✮

✵✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ✵ ❂ ▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✱✶✱✶✮✱

▲❆▲❙■◗✭−▼❳❆▲■◆✰✷✱✶✱✶✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆−✷✱✶✱✶✮✱

▲❆▲❙■◗✭✰▼❳❆▲■◆✱✶✱✶✮

❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❦❡②✇♦r❞ ❱❆❈P❆❘❆◆❊❯ ❜✉t ❢♦r ♣r♦t♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❱❆❈▲❆❙❚❖❘❇

✵✱ ✵✱ ❂ ▲❆❙❚❆◆✱▲❆❙❚❆P

❋♦r ▲❆❙❚❆◆❂✶ ♦r ▲❆❙❚❆P❂✶✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡✱ ❤✐❣❤❡st✲❡♥❡r❣②

♥❡✉tr♦♥ ♦r ♣r♦t♦♥ ♦r❜✐t❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ Ω✲❜❧♦❝❦✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✹✳ ❚❤✐s

♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♦r❜✐t❛❧✱

❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s r❡st❛rt❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ▲❆❙❚❆◆❂✶✱ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❞

✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ▲❆▲❙■❩ ♦r ▲❆▲❙■◗✱ s❡❡ ❦❡②✇♦r❞s ❱❆❈◆❖◆❆◆❊❯ ♦r ❱❆❈P❆❘❆◆❊❯✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ♣r♦t♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❋■▲◆❖◆❴◆❊❯

✷✱ ✶✱ ✵ ❂ ❑P❋■▲❩✭✵✮✱❑❍❋■▲❩✭✵✮✱❑❖❋■▲❩✭✵✮

❑❡②✇♦r❞ ❋■▲◆❖◆❴◆❊❯ ✐s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❦❡②✇♦r❞ ❋■▲❙■●❴◆❊❯✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ ❛♥❞

r❡q✉❡sts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥

t❤❡ ♥♦✲s②♠♠❡tr② ❝❛s❡✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❑P❋■▲❩✭✵✮ ❛♥❞ ❑❍❋■▲❩✭✵✮ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡

✭❡♠♣t②✮ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ✭♦❝❝✉♣✐❡❞✮ st❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❑❖❋■▲❩✭✵✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❑❍❋■▲❩✭✵✮ ❛♥❞ ❑P❋■▲❩✭✵✮ ❜② ✉s✐♥❣

❢♦r t❤❡♠ ♣❛rt✐❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❑❖❋■▲❩✭✵✮✴✭❑P❋■▲❩✭✵✮−❑❍❋■▲❩✭✵✮✰✶✮✳ ❋♦r

❑❖❋■▲❩✭✵✮ ❂ ✵✱ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❛❝t✐✈❡✳ ❑❖❋■▲❩✭✵✮❃✵ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤

■P❆■❘■❂✶✱ ■❋▲■P■ 6=✵✱ ♦r ❑❖❋▲■❩✭✵✮6=✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❋■▲◆❖◆❴P❘❖

✷✱ ✶✱ ✵ ❂ ❑P❋■▲❩✭✶✮✱❑❍❋■▲❩✭✶✮✱❑❖❋■▲❩✭✶✮

❙❛♠❡ ❛s ❢♦r ❦❡②✇♦r❞ ❋■▲◆❖◆❴◆❊❯ ❜✉t ✐t r❡q✉❡sts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦✲s②♠♠❡tr② ❝❛s❡✳

‡ ■♥ ❘❡❢✳ ❬✹❪ ♣✳ ✶✼✺✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②✇♦r❞s ❱❆❈P❆❘❴◆❊❯ ❛♥❞ ❱❆❈P❆❘❴P❘❖ s❤♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❑❱❆❙■◗✭✵✱✵✮✱❑❱❆❙■◗✭✶✱✵✮ ❛♥❞ ❑❱❆❙■◗✭✵✱✶✮✱❑❱❆❙■◗✭✶✱✶✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✽

❑❡②✇♦r❞✿ ▼❇▲❖❈❙■❩❴◆

✵ ❂ ◆❇❇▲❖❈

✶✱ ✵ ❂ ■◆❙■❩◆✭✶✮✱■❉❙■❩◆✭✶✮✱

✶✱ ✵ ❂ ■◆❙■❩◆✭✷✮✱■❉❙■❩◆✭✷✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✶✱ ✵ ❂ ■◆❙■❩◆✭◆❇❇▲❖❈✮✱■❉❙■❩◆✭◆❇❇▲❖❈✮

❑❡②✇♦r❞ ▼❇▲❖❈❙■❩❴◆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❦❡②✇♦r❞

❇▲❖❈❑❙■❩❴◆ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ s②♠♠❡tr✐❡s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✸ ❬✹❪ t♦ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡

❜❧♦❝❦✐♥❣✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡❛❞s ◆❇❇▲❖❈ ♣❛✐rs

♦❢ ❞❛t❛✱ ■◆❙■❩◆✭i✮ ❛♥❞ ■❉❙■❩◆✭i✮✱ ❢♦r i❂✶✱✳ ✳ ✳ ✱◆❇❇▲❖❈✳ ❋♦r ■❉❙■❩◆✭i✮❂✰✶ ♦r −1✱ t❤❡

❜❧♦❝❦❡❞ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ■◆❙■❩◆✭i✮t❤

♥❡✉tr♦♥ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❍❋❇ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❘♦✉t❤✐❛♥ ♦r ✇✐t❤ ✐ts t✐♠❡✲

r❡✈❡rs❡❞ ♣❛rt♥❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r r♦t❛t✐♥❣ st❛t❡s✱ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡

✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❘♦✉t❤✐❛♥✳ ❋♦r ■❉❙■❩◆✭i✮❂✵✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡

it❤ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳ ❋♦r ❛♥② i✱ ⑤■❉❙■❩◆✭i✮⑤❂✶ r❡q✉✐r❡s ■❙■▼P❨❂✵✱ ■P❆❘❚❨❂✵✱

■P❆❍❋❇❂✶✱ ❛♥❞ ■❘❖❚❆❚❂✶✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ❦❡②✇♦r❞ ▼❇▲❖❈❙■❩❴◆

♠✉st ♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞ ❇▲❖❈❑❙■❩❴◆✳

❑❡②✇♦r❞✿ ▼❇▲❖❈❙■❩❴P

✵ ❂ ◆❇❇▲❖❈

✶✱ ✵ ❂ ■◆❙■❩P✭✶✮✱■❉❙■❩P✭✶✮✱

✶✱ ✵ ❂ ■◆❙■❩P✭✷✮✱■❉❙■❩P✭✷✮✱

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✶✱ ✵ ❂ ■◆❙■❩P✭◆❇❇▲❖❈✮✱■❉❙■❩P✭◆❇❇▲❖❈✮

❙❛♠❡ ❛s ❢♦r ❦❡②✇♦r❞ ▼❇▲❖❈❙■❩❴◆ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♠✉❧t✐✲q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣✳

❑❡②✇♦r❞✿ ◆❯▼❇❈❯❚❖❋❋

✵✱ ✵ ❂ ◆❈❯❚❖❋✭✵✮✱◆❈❯❚❖❋✭✶✮

❋♦r ◆❈❯❚❖❋✭✵✮❃✵ ❛♥❞✴♦r ◆❈❯❚❖❋✭✶✮❃✵✱ t❤❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦✇❡st ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞✴♦r ♣r♦t♦♥

s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■■✲✷✳✷✳✶ ❬✼❪✱ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞

t♦ ◆❈❯❚❖❋✭✵✮ ❛♥❞✴♦r ◆❈❯❚❖❋✭✶✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ♦✈❡rr✐❞❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t♦✛

s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❊❈❯❚❖❋ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ ❈❯❚❖❋❋✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✳ ❚❤✐s

♦♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❍❋❇ st❛t❡s✱ t❤❛t ✐s ❢♦r ■P❘●❈▼❃✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s

t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❍❋❇ st❛t❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

◆❈❯❚❖❋✭✵✮❃✵ ❛♥❞✴♦r ◆❈❯❚❖❋✭✶✮❃✵ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ■❚❲❖❇❆❂✵ ✭❢♦r ♥♦✇✮✱ ▲■▼◗❯❆❂✶✱

♦r ▲❆▼❈❯❚❂✶✳

✸✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❑❡②✇♦r❞✿ ❆❉P❆❘❇❆❙■❙

✵ ❂ ■▲■❇❆❙



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✸✾

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r

❢r❡q✉❡♥❝② ~ω0✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ ❙❯❘❋❆❈❴P❆❘✱ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ♥♦✇ r❡❛❞

■◆❇❆❙■✱ ■❩❇❆❙■✱ ❛♥❞ ❘✵P❆❘▼✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✺ ❬✷❪✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦✐♥❣

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ■◆◆❯▼❇ ❛♥❞ ■❩◆❯▼❇ t♦ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ♥✉♠❜❡rs ■◆❴❋■❳ ❛♥❞

■❩❴❋■❳✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✶ ❬✷❪✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ■▲■❇❆❙✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡

❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✵✱ ✶✱ ✷✱ ❛♥❞ ✸✳ ◆❛♠❡❧②✱

• ❢♦r ■▲■❇❆❙❂✶ ♦r ■▲■❇❆❙❂✸✱ ■◆◆❯▼❇ ✐s s❡t t♦ ■◆❴❋■❳❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s s❡t t♦ ■◆❇❆❙■✱

• ❢♦r ■▲■❇❆❙❂✷ ♦r ■▲■❇❆❙❂✸✱ ■❩◆❯▼❇ ✐s s❡t t♦ ■❩❴❋■❳❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s s❡t t♦ ■❩❇❆❙■✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ■▲■❇❆❙❂✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡✜♥❡s ~ω0 ✭❛s ❜❡❢♦r❡✮ ❜② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❛❞

✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ ❙❯❘❋❆❈❴P❆❘✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ■▲■❇❆❙❂✸ ✐t ❞♦❡s ✐t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞

♣r♦t♦♥ ♥✉♠❜❡rs ■◆❴❋■❳ ❛♥❞ ■❩❴❋■❳✳

❑❡②✇♦r❞✿ ◆❊❲❴❲■●◆❊❘

✵ ❂ ◆❊❲❲■●

❋♦r ◆❊❲❲■●❂✵ ♦r ✶✱ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✉s❡s t❤❡ ♦❧❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❲✐❣♥❡r d ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✷✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❊❱❊◆◗P◆❯▼❇

✵ ❂ ◆❯◗❊❱❊

❋♦r ■❚❲❖❇❆❂✶ ♦r ■P❘●❈▼❃✵✱ ◆❯◗❊❱❊❂✶ ❡♥❢♦r❝❡s ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞

q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❢❛✣❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✾✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ◆❯◗❊❱❊❂✶ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■❙■▼P❨❂✵✳

✸✳✻✳ ❖✉t♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs

❑❡②✇♦r❞✿ ❆▲▲◆■▲❆❇❙

✵ ❂ ■◆❯◆■▲

❋♦r ■◆❯◆■▲❃✵ ❛♥❞ ■❘❊❱■❊❃✵✱ ✉♣ t♦ ■◆❯◆■▲❂✾✾ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛♥t ◆✐❧ss♦♥ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞

❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❘❊❱■❊❲❋■▲❊✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✾ ❬✷❪✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘■◆❚❴❊▲❊❈

✵ ❂ ■❊▲P❘■

❙✇✐t❝❤ ■❊▲P❘■ ❞❡✜♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✱ ♠❛❣♥❡t✐❝✱ s✉r❢❛❝❡✱

♦r ❙❝❤✐✛ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠✲♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞ ✐♥

✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✿

• ❋♦r ■❊▲P❘■❂✵✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r✐♥ts r❡❞✉❝❡❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

t❤❡ ❝♦❞❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✷✳✹ ❬✹❪✳

• ❋♦r ■❊▲P❘■❂✶✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r✐♥ts r❡❞✉❝❡❞ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♣❡r❛t♦rs

t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♥✐ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✷✳✹ ❬✹❪ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✵

• ❋♦r ■❊▲P❘■❂✷✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r✐♥ts t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ❇❊λ(Ii −→ If )

❛♥❞✴♦r ❇▼λ(Ii −→ If )✳

• ❋♦r ■❊▲P❘■❂✸✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r✐♥ts t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘■◆❚▼❆❚❊▲

✶✱ ✵ ❂ ■▲■▼❆▼✱■❆▲▲❆▼

❋♦r ■▲■▼❆▼❂✵✭✶✮✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ✭❞♦❡s✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞✴♦r ♠❛tr✐①

❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♣r✐♥t✐♥❣✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛

s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ■❙▲P❘■✱ ■❙❯P❘■✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✻ ❬✻❪✳ ❋♦r ■❆▲▲❆▼❂✵✭✶✮✱ t❤❡ ❝♦❞❡

❞♦❡s ♥♦t ✭❞♦❡s✮ ♣r✐♥t r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞✴♦r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✧❧❡❢t✧ ✭❜r❛✮

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✧r✐❣❤t✧ ✭❦❡t✮ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥

s♠❛❧❧❡r ♦r ❡q✉❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r✐♥t❡❞✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘■◆❚❆▲▲❘▼

✵ ❂ ■P❘❆▲▲

❋♦r ■P❘❆▲▲❂✶✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r✐♥ts ❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞✴♦r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡

♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② s✇✐t❝❤❡s ■P❘●❈▼✱ ■❊▲P❘■✱ ♦r ■❆❳■❆▲✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊❉▼❆❚❙❆❱❊

✵ ❂ ■❲❘■❘▼

❋♦r ■❲❘■❘▼❂✶✱ ❛♥ ❆❙❈■■ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞✴♦r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ s❡❡

❦❡②✇♦r❞ ❘❊❉▼❆❚❋■▲❊✱ ✐s s❛✈❡❞ ♦♥ ❞✐s❝ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■▲■▼❆▼❂✶ ❛❧❧♦✇s ❢♦r s❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞✴♦r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t

❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♣r✐♥t✐♥❣✱ s❡❡ ❦❡②✇♦r❞ P❘■◆❚▼❆❚❊▲✳ ■❲❘■❘▼❂✶ r❡q✉✐r❡s ■P❘●❈▼❃✵

❛♥❞ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ■❋❚❊▼P❂✶✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊❉▼❆❚❋■▲❊

❍❋❖❉❉✳❘❊❉ ❂ ❋■▲❘❊❉

❈❍❆❘❆❈❚❊❘✯✻✽ ✜❧❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❆❙❈■■ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞✴♦r ♠❛tr✐①

❡❧❡♠❡♥ts✳ ▼✉st st❛rt ❛t t❤❡ ✶✸✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❧✐♥❡✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❊❋❋❴●❴❋❆❈❚

✵✱ ✶✳✱ ✶✳✱ ✶✳ ❂ ■●❨❘❖❙✱●❨❘❖❘P✱●❨❘❙P◆✱●❨❘❙PP

❋♦r ■●❨❘❖❙❂✶✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ s♣✐♥ ❣②r♦s❝♦♣✐❝ ❢❛❝t♦rs✱ gν,s✳♣✳l ❛♥❞

gν,s✳♣✳s ✱ r❡s♣❡❝✐✈❡❧②✱ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s✱ ν = n, p✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✷✳✹ ❬✹❪✱ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡

❣②r♦s❝♦♣✐❝ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ r❡❛❞✿

gpl = gp,s✳♣✳l ∗ gp,❡✛l = +1.000 ∗ GYRORP,
gns = gn,s✳♣✳s ∗ gn,❡✛s = −3.826 ∗ GYRSPN,
gps = gp,s✳♣✳s ∗ gp,❡✛s = +5.586 ∗ GYRSPP.

✭✾✺✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✶

❑❡②✇♦r❞✿ ◗❯❆❙■P❙❆❱❊

−✶ ❂ ■❲❘■◗❯

❋♦r ■❲❘■◗❯❂✶✱ ❛ ❜✐♥❛r② q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧❡✱ s❡❡ ❦❡②✇♦r❞ ◗❯❆❙■P❋■▲❊✱ ✐s s❛✈❡❞ ♦♥ ❞✐s❝

❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r

■❲❘■◗❯❂✵✱ t❤❡ ✜❧❡ ✐s s❛✈❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❋♦r ■❲❘■❇❆❂−✶✱
t❤❡ ✜❧❡ ✐s ♥❡✈❡r s❛✈❡❞✳ ■❲❘■◗❯❂✵ ♦r ✶ r❡q✉✐r❡s ■P❆❍❋❇❃✵ ❛♥❞ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤

■❋❚❊▼P❂✶ ♦r ■❋❴❘P❆❂✶✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ■❲❘■◗❯❂✵ ♦r ✶ st✐❧❧

r❡q✉✐r❡s ■❙■▼P❨❂✶ ❛♥❞ ■P◆▼■❳❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ◗❯❆❙■P❋■▲❊

❍❋❖❉❉✳◗❯❆ ❂ ❋■▲◗❯❆

❈❍❆❘❆❈❚❊❘✯✻✽ ✜❧❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✜❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▼✉st st❛rt ❛t t❤❡ ✶✸✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❧✐♥❡✳

✸✳✼✳ ❙t❛rt✐♥❣✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣✱ st♦♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ r❡st❛rt✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s

❑❡②✇♦r❞✿ ▼❆❳❆◆❚■❈❖◆

✵✳✱ ✵ ❂ ❊P❙❈❖◆✱◆❯❈❖◆❙

❋♦r ◆❯❈❖◆❙❃✵✱ ✐t❡r❛t✐♦♥s st♦♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❡♥❡r❣②✱ ❊q✳ ✭■✲✸✼✮ ❬✶❪✱

st❛② ❜❡❧♦✇ ❊P❙❈❖◆✯❊P❙■❚❊ ❢♦r ◆❯❈❖◆❙ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ st♦♣

✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❧♦✇ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐t❡❧②

❛❧t❡r♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❜♦t❤ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❡♥❡r❣②✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❡♥❡r❣② ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐s❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐♥❣✲

♣♦♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ■■■✲✷✳✻ ❛♥❞ ■■■✲✸✳✶ ❬✸❪ ❛♥❞ ❦❡②✇♦r❞ P■◆●❴P❖◆●✳

◆❯❈❖◆❙❃✵ r❡q✉✐r❡s ❊P❙❈❖◆❃✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ◗❯❆❙■❙❚❆❇■

✵ ❂ ■◗P❙❚❆

❋♦r ■◗P❙❚❆❂✶✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭■✲✸✼✮ ❬✶❪ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❡♥❡r❣② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❡①♣r❡ss✐♦♥

✭✽✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❍❋❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■◗P❙❚❆❂✶ r❡q✉✐r❡s ■P❆❍❋❇❃✵✳ ■♥

✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ ■◗P❙❚❆❂✶ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ■P◆▼■❳❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙▲❖❲❆▲▲❋■▲

✵✳✺✱ ✵ ❂ ❙▲❖❲❆▲✱■❴❙▲❖❲

❋♦r ■❴❙▲❖❲❂✶✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❙▲❖❲❆▲ ❜② ♠✐①✐♥❣

t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣❛✐r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s✐s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✐①✐♥❣

t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ s♣❛t✐❛❧ ♥♦❞❡s✱ s❡❡ ❦❡②✇♦r❞s ❙▲❖❲❴❉❖❲◆✱

❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✺ ❬✷❪✱ ❙▲❖❲▲■P❑■◆✱ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ ❙▲❖❲❴P❆■❘✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✹ ❬✹❪✱ ❛♥❞

❙▲❖❲▲■P▼❚❉✱ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■■■✲✸✳✶✳✷ ❬✽❪✳ ■❴❙▲❖❲❂✶ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ■❇❘❖❨❉❂✶✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❇❆❙■❙❴❙❆❱❊



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✷

−✶ ❂ ■❲❘■❇❆

❋♦r ■❲❘■❇❆❂✶✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✜❧❡✱ ✐s s❛✈❡❞ ♦♥ ❞✐s❝ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❚❤❡ ✜❧❡

❝♦♥t❛✐♥s ❇♦❤r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡st❛rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

❜❛s✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐s ✜❧❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✸

❛♥❞ ❦❡②✇♦r❞ ❈❖◆❚❴❇❆❙■❙✳ ❋♦r ■❲❘■❇❆❂✵✱ t❤❡ ✜❧❡ ✐s s❛✈❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s

❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❋♦r ■❲❘■❇❆❂−✶✱ t❤❡ ✜❧❡ ✐s ♥❡✈❡r s❛✈❡❞✳
❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊P❇❆❙❋■▲❊

❍❋❖❉❉✳❇❆P ❂ ❋■▲❇❆P

❈❍❆❘❆❈❚❊❘✯✻✽ ✜❧❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✜❧❡✳ ▼✉st st❛rt ❛t t❤❡ ✶✸✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡

❞❛t❛ ❧✐♥❡✳ ❋♦r ■❇❈❖◆❚❂✶✱ s❡❡ ❦❡②✇♦r❞ ❈❖◆❚❴❇❆❙■❙✱ ❛♥ ❆❙❈■■ ❜❛s✐s ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛♠❡

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋■▲❇❆P ♠✉st ❡①✐st✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❞✳ ■❢ t❤❡ ✜❧❡♥❛♠❡s ❋■▲❇❆P ❛♥❞ ❋■▲❇❆❈ ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♥❡✇ ❜❛s✐s ✜❧❡✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊❈❇❆❙❋■▲❊

❍❋❖❉❉✳❇❆❈ ❂ ❋■▲❇❆❈

❈❍❆❘❆❈❚❊❘✯✻✽ ✜❧❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✜❧❡✳ ▼✉st st❛rt ❛t t❤❡ ✶✸✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛

❧✐♥❡✳ ❋♦r ■❲❘■❇❆❂✵ ♦r ✶✱ ❛♥ ❆❙❈■■ ❜❛s✐s ✜❧❡ ✐s s❛✈❡❞✱ s❡❡ ❦❡②✇♦r❞ ❇❆❙■❙❴❙❆❱❊✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❈❖◆❚❴❇❆❙■❙

✵ ❂ ■❇❈❖◆❚

❋♦r ■❇❈❖◆❚❂✶✱ t❤❡ ❇♦❤r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✜❧❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦

r❡st❛rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡

❜❛s✐s ✜❧❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ❋♦r ■❇❈❖◆❚❂✶✱ ❛♥ ❆❙❈■■ ❜❛s✐s ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❋■▲❇❆P ♠✉st ❡①✐st✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❞✳ ■❇❈❖◆❚❂✶ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ■❈❖◆❚■❂✵✳

✸✳✼✳✶✳ ▼✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❆◆❚■❙❨▼P❆■

✵ ❂ ❑❆P❆❙❨

❋♦r ❑❆P❆❙❨❂✶✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ t❡♥s♦r ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠♦✈❡s ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥③❡r♦

s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝✉t♦✛✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪

❛♥❞ ❘❡❢s✳ ❬✼✽✱ ✼✾❪✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❋❊❘▼■❈❯❚

✵ ❂ ▲❆▼❈❯❚

❋♦r ▲❆▼❈❯❚❂✶✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝✉t♦✛✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦

t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t✳

❑❡②✇♦r❞✿ ▲❆◆✹❙❈❆▲❊❉



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✸

✵ ❂ ▲❆◆❙❈❆

❋♦r ▲❆◆❙❈❆❂✶✱ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ■❱✲✷✳✽ ❛♥❞ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✱ ❛r❡ ✉s❡❞

❢♦r s❝❛❧❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✷ ❬✷❪✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r t❤❡

✉♥s❝❛❧❡❞ ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t✳

❑❡②✇♦r❞✿ ◆❖❩❊❘❖P❆■❘

✵ ❂ ◆❖❩❊P❆

❋♦r ◆❖❩❊P❆❂✶✱ t❤❡ ③❡r♦✲r❛♥❣❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣

str❡♥❣t❤s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✶ ❬✹❪✳

✸✳✽✳ ◆❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❦❡②✇♦r❞s

❑❡②✇♦r❞✿ ❖P❚■❴●❆❯❙❙

✶ ❂ ■❖P❚●❙

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■❖P❚●❙❂✶✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✺ ❬✷❪✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭■✲✾✹✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ ◆❳❍❊❘▼❂✷✯◆❳▼❆❳❳✰✷✱ ◆❨❍❊❘▼❂✷✯◆❨▼❆❳❳✰✷✱

◆❩❍❊❘▼❂✷✯◆❩▼❆❳❳✰✷✱ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts ❛

♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■❖P❚●❙❂✷✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ◆❳❍❊❘▼❂✸✯◆❳▼❆❳❳✰✷✱ ◆❨❍❊❘▼❂✸✯◆❨▼❆❳❳✰✷✱

◆❩❍❊❘▼❂✸✯◆❩▼❆❳❳✰✷✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✭❧❛tt❡r✮ ✈❛❧✉❡s ❡♥s✉r❡ ❡①❛❝t ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❜♦❞② ✭t❤r❡❡✲❜♦❞②✮ ③❡r♦✲r❛♥❣❡ t❡r♠s ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❣r❛❞✐❡♥ts✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❋♦r

■❖P❚●❙❂✵ ♦r ■❘❊❆❲❙❂✶✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r✇r✐t❡ ✈❛❧✉❡s r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞

●❆❯❙❍❊❘▼■❚✳

❑❡②✇♦r❞✿ ▼❯▲❚❈❖◆❙❚❘

✷✱ ✵✱ ✵✳✵✶✱ ✹✷✳✵✱ ✶ ❂ ▲❆▼❇❉❆✱ ▼■❯✱ ❙❚■❋❋◗✱ ◗❆❙❑❊❉✱ ■❋▲❆●◗

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■❋▲❆●◗❂✶✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✼ ❬✷❪✱ t❤❡

✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■❋▲❆●◗❂−1 ♠❡♥t✐♦♥❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✸✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◗❆❙❑❊❉ ❢♦r λ❂▲❆▼❇❉❆ ❛♥❞ µ❂▼■❯ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r

❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❖ ❜❛s✐s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❋♦r

■❋▲❆●◗❂✵✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◗❆❙❑❊❉ ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✉♥❧❡ss ■❋▲❆●◗❂✵ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❡t

✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡ ❢♦r ▲❆▼❇❉❆❂✷ ❛♥❞ ▼■❯❂✵✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ Q20❂✹✷❜ ✇♦✉❧❞ ❜❡

❛❝t✐✈❡ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❋❘❊◗❇❆❙■❙

✶✳✵✱ ✶✳✵✱ ✶✳✵✱ ✵ ❂ ❇❆❙■◆❳✱ ❇❆❙■◆❨✱ ❇❆❙■◆❩✱ ■◆P❖▼❊

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■◆P❖▼❊❂✶✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■■■✲✸✳✶✳✹ ❬✽❪✱

❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■◆P❖▼❊❂✵✱ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts

♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■◆P❖▼❊❂✷✱✳ ✳ ✳ ✱✼ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✸✳



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✹

❑❡②✇♦r❞✿ ❘❊❱■❊❲

✷ ❂ ■❘❊❱■❊

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■❘❊❱■❊❂✵✱ ✶✱ ❛♥❞ ✷✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲

✸✳✾ ❬✷❪✱ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■❘❊❱■❊❂−2✱

❛♥❞ ✸✱✳ ✳ ✳ ✱✽✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣r✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❘❊❱■❊❲ ✜❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

• ❋♦r ■❘❊❱■❊ ❂ −2✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

• ❋♦r ■❘❊❱■❊≥✸✱ t❤❡ x ❛♥❞ z s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

• ❋♦r ■❘❊❱■❊≥✹✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥✲♥❡✉tr♦♥ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

• ❋♦r ■❘❊❱■❊≥✺✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥✲♥❡✉tr♦♥ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

• ❋♦r ■❘❊❱■❊≥✻✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

• ❋♦r ■❘❊❱■❊≥✼✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

• ❋♦r ■❘❊❱■❊ ❂ ✽✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❇❆❙■❙❴❙■❩❊

✶✺✱ ✸✵✶✱ ✽✵✵✳✵ ❂ ◆❖❙❈■▲✱ ◆▲■▼■❚✱ ❊◆❊❈❯❚

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◆▲■▼■❚❃✵✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲

✸✳✻ ❬✷❪✱ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ ◆▲■▼■❚❂✵✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆▲■▼■❚ ✐s ✐♥st❛♥t❧② r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦

◆▲■▼■❚❂✭✭◆❖❙❈■▲✰✶✮✯✭◆❖❙❈■▲✰✷✮✯✭◆❖❙❈■▲✰✸✮✮✴✻✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❍❖ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t❛ ♥♦t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ◆❖❙❈■▲✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❈❖◆❚▲■P❑■◆

✵ ❂ ■▲❈❖◆❚

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■▲❈❖◆❚❂✵ ♦r ✶✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✽ ❬✻❪✱

t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■▲❈❖◆❚❂✷✳ ❚❤✐s

✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉❡st r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ▲■P❑■◆ ❋■▲❊✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲

◆♦❣❛♠✐ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ2 ❢r♦♠ t❤❡ ❘❊❈❖❘❉ ❋■▲❊ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s r✉♥✳ ■♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥

✇✐t❤ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❋■❊▲❉❙ ❋■▲❊ ✭■❋❈❖◆❚❂✶✮✱ ■▲❈❖◆❚❂✷ t❤✉s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤

❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣❦✐♥✲◆♦❣❛♠✐ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■▲❈❖◆❚❃✵ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r

♦❢ ▲■P❑■◆❂▲■P❑■P❂✵ ♦r ■P❈❖◆❚❂✵✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❍❋❇

✵ ❂ ■P❆❍❋❇

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■P❆❍❋❇❂✵ ♦r ✶✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✷ ❬✹❪✱

t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■P❆❍❋❇❂✷✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥

t❤❡ ❍❋❇ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s✳ ■P❆❍❋❇❃✵ r❡q✉✐r❡s ■P❆■❘■❂✶✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✲✸✳✸ ❬✷❪✱ ❛♥❞ ■P❆❍❋❇❂✷ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ■❚❲❖❇❆❂✶✱ ■▼❋❍❋❇❂✶✱

■❋❙❍❊▲❃✵✱ ♦r ■P◆▼■❳❂✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❍❋❇ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✺

❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦

■❙■▼P❨❂✶✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✲✸✳✷ ❬✹❪✱ ✇❛s ❧✐❢t❡❞✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘❖❏❊❈❚●❈▼
✵✱ ✵✱ ✵✱ ✶✱ ✶✱ ✵✱ ✶✱ ✶✱ ✵

■P❘❘❖❚✱ ■P❘❖▼■✱ ■P❘❖▼❆✱ ◆❯❆❑◆❖✱ ◆❯❇❑◆❖✱ ❑P❘❖❏❊✱

■❋❘❲❆❱✱ ■❚❖❲❆❱✱ ■❲❘❲❆❱

❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ■P❘❘❖❚ ❛♥❞ t❤✉s t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ♠❛❞❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚●❈▼✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✻✳✻✳

❋♦r ■P❘❘❖❚❂✵✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚●❈▼ ❛r❡ ♥♦✇

✐❣♥♦r❡❞✳

❋♦r ■P❘●❈▼❂✷✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■❋❘❲❆❱✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱

✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❈▼ ❦❡r♥❡❧s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s

−■❋❘❲❆❱ ❛♥❞ ■❚❖❲❆❱ ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s ❢r♦♠ ❛ ♣♦st✐✈❡ ❧❛❜❡❧

■❋❘❲❆❱ t♦ ■❚❖❲❆❱✳ ■♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❆▼P✮ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❈▼ ❦❡r♥❡❧s✱ s♦ ❢♦r ◆❯❆❑◆❖ 6=✶ ♦r ◆❯❇❑◆❖ 6=✶✱
■P❘●❈▼❂✷ ✐s ♥♦✇ ❛❧❧♦✇❡❞✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❘❖❏❊❈❚■❙❖

✵✱ ✷✱ ✶✱ ✶✳❊✲✻✱ ✵✱ ✵ ❂ ■P❘■❙❖✱ ■❙❖❙❆❉✱ ◆❇❚❑◆❖✱ ❊P❙■❙❖✱ ■❈❙❑■P✱

■❋❊❘▼❊

❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ■P❘■❙❖ ❛♥❞ t❤✉s t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ♠❛❞❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚●❈▼✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✻✳✻✳

❋♦r ■P❘■❙❖❂✵✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡❛❞ ✉♥❞❡r ❦❡②✇♦r❞ P❘❖❏❊❈❚■❙❖ ❛r❡ ♥♦✇

✐❣♥♦r❡❞✳

❑❡②✇♦r❞✿ ❙❆❱❊❑❊❘◆❊▲

✵ ❂ ■❙❆❑❊❘

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■❙❆❑❊❘❂✵ ♦r ✶✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱

t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■❙❆❑❊❘❂✷✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥

t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡ ✐s st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠❛t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦❧❞ ❢♦r♠❛t✱ r❡q✉❡st❡❞

❜② ■❙❆❑❊❘❂✶✱ ✐s st✐❧❧ s✉♣♣♦rt❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜s♦❧❡t❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

♦❧❞ ❢♦r♠❛t ✐s ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛② t❤❡♥ ❜❡

✐♠♣r♦♣❡r❧② st♦r❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■❙❆❑❊❘❂✶ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❑❊❚❆❏✷❂✶✱ ❑❊❚❆❚✷❂✶✱

◆P◆❑◆❖❃✶✱ ◆❚❩❑◆❖❃✶✱ ♦r ◆P❆❑◆❖❃✶✳

❋♦r ■❙❆❑❊❘❂✷ ❛♥❞ ■P❆❑❊❘❂✶ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✮✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ✧t✧ t❤❡

❝♦❞❡ ❛tt❡♠♣ts r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡s ◆①①①①①t✲▲②②②✲❘③③③✲✴✴❋■▲❑❊❘✱ ✇❤❡r❡ ✴✴ ❞❡♥♦t❡s

❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ str✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲✱ t❤r❡❡✲✱ ♦r ✜✈❡✲❞✐❣✐t ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡✿

• ✧①①①①①✧ ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❑❋■❑❊❘ ✭s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ❱■■✲✸✳✷ ❬✼❪✮✱

• ✧t✧ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❢r♦♠ ✵ t♦ ✾ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞❡① ✧①①①①①✧✱



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✻

• ✧②②②✧ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

• ✧③③③✧ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t♦r②✱ t❤❡ ✜❧❡ ♥❛♠❡s ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s ✧①①①①①t✧ ❛r❡ s❝❛♥♥❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

①①①①①✵✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✜❧❡s ❛r❡ r❡❛❞ ✐♥t♦ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

❚❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❞❡① ✧t✧✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉❜♠✐t ♠❛♥② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❥♦❜s✱

s❡❡ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ P❆❘❆❑❊❘◆❊▲ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞

✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡s ✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❡s ✧t✧ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ■❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s ✐s

t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐ts t❛s❦✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡s✉❜♠✐tt❡❞ ❛♥❞

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞✳

❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭✇✐t❤ ■P❆❑❊❘❂✶✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡

❈P❯ t✐♠❡✱ t❤❡ ❆▼P ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭✇✐t❤ ■P❆❑❊❘❂✵✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❈P❯ t✐♠❡

❜② r❡❛❞✐♥❣✱ ❛❣❛✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡s ✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❡s ✧①①①①①t✧✳ ❆t

t❤❡ ❆▼P st❛❣❡✱ ❑❋■❑❊❘ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞❡① ✧①①①①①✧ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✜❧❡s t❤❛t

✇❡r❡ st♦r❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❛t t❤❡ ❆▼P st❛❣❡ ❛♥② ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧

❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡♠✳ ❋♦r ■❙❆❑❊❘❂✷✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡rr✐❞❞❡♥ ❜② ✉s✐♥❣

■P❆❑❊❘❂−✶✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ■P❆❑❊❘❂✵✮✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ ✐❢ ❛♥② ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧

st♦♣✳ ■❙❆❑❊❘❂✷ r❡q✉✐r❡s ■P❘●❈▼>✵ ❛♥❞ ✵<❑❋■❑❊❘<✾✾✾✾✾✳

❑❡②✇♦r❞✿ P❆❘❆❑❊❘◆❊▲

✵✱ ✶✱ ✶✱ ✶✱ ✶ ❂ ■P❆❑❊❘✱ ◆❯❆❙❚❆✱ ◆❯❆❙❚❖✱ ◆❯●❙❚❆✱ ◆❯●❙❚❖

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■P❆❑❊❘❂✵ ♦r ✶✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱■✲✸✳✷ ❬✻❪✱

t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■P❆❑❊❘❂−✶✳ ❋♦r

■❙❆❑❊❘❂✷✱ ■P❆❑❊❘❂−✶ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ■P❆❑❊❘❂✵✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ♣❛r❛❧❧❡❧

r✉♥s ✭✇✐t❤ ■P❆❑❊❘❂✶✮ ❛♥② ❦❡r♥❡❧s ✇❡r❡ ♥♦t ②❡t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧ st♦♣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢

❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡♠✳

✹✳ ❋♦rtr❛♥ ❙♦✉r❝❡ ❋✐❧❡s

❚❤❡ ❋❖❘❚❘❆◆ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡

✜❧❡ ❤❢✸✵✻❤✳❢✱ ❛♥❞ ✐ts ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡✿

• ❤❢♦❞❞❴s✐③❡s❴✼✳❢✾✵✿ ❙t❛t✐❝ ❛rr❛② s✐③❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ P❆❘❆▼❊❚❊❘

st❛t❡♠❡♥ts ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛rr❛②s ✭❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛rr❛②s✮ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡

♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥

♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛rr❛②s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ■♥

♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s✐③❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ■♥ ♠♦❞✉❧❡

❤❢♦❞❞❴s✐③❡s❴✼✳❢✾✵✱ s✉❝❤ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

❛♥❞ r❡❛❞✿



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ❉❋❚✿ ♣r♦❣r❛♠ ❤❢♦❞❞ ✭✈✸✳✵✻❤✮ ✹✼

◆❉▼❆■◆✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❍❖ s❤❡❧❧s✱

◆❉❇❆❙❊✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❍❖ ❜❛s✐s st❛t❡s✱

◆❉❙❚❆❚✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❍❋ st❛t❡s ✇✐t❤♦✉t s♣✐♥✱

◆❉❳❍❘▼✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

◆❉❨❍❘▼✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

◆❉❩❍❘▼✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

◆❉P❘❖■✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❞♦✉❜❧❡❞ s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❆▼P✮✱

◆❉❆❑◆❖✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ α ❛♥❞ γ ❊✉❧❡r ❆▼P ❛♥❣❧❡s✱

◆❉❇❑◆❖✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ β ❊✉❧❡r ❆▼P ❛♥❣❧❡✱

◆❉P❘❖❚✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❞♦✉❜❧❡❞ ✐s♦s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■P✮✱

◆❉❆❚❑◆✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ αT ❛♥❞ γT ❊✉❧❡r ■P ❛♥❣❧❡s✱

◆❉❇❚❑◆✱ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ βT ❊✉❧❡r ■P ❛♥❣❧❡s✳
❆♥② ✈❡rs✐♦♥ ✺ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❤❢♦❞❞❴s✐③❡s❴✺✳❢✾✵✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❣r❛❞❡❞ t♦ ✈❡rs✐♦♥ ✼

❜② ❝♦♣②✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❤❢♦❞❞❴s✐③❡s❴✼✳❢✾✵✳

❚❤❡ ❝♦❞❡ ❤❢♦❞❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✇❡❧❧ r✉♥ ✇✐t❤ ❛rr❛② s✐③❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❜♦✈❡❀ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧

♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ■❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡q✉❡st❡❞ ❛rr❛② s✐③❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ ❝♦❞❡

st♦♣s ❛♥❞ ♣r✐♥ts t❤❡ ♥❡✇ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳

• ❤❢♦❞❞❴♠♦❞✉❧❡s❴✸✺✳❢✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❉❡✜♥❡s✱ ❛♠♦♥❣

♦t❤❡rs✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❇♦❣♦❧②✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❍❋

❛♥❞ ❍❋❇ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳

• ❤❢♦❞❞❴❤❢❜t❤♦❴✷✵✶✳❢✾✵✿ ❤❢❜t❤♦ ❉❋❚ s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ✷✵✵❞ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✽✵❪✳

• ❤❢♦❞❞❴✐♥t❡r❢❛❝❡❴✺✳❢✾✵✿ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❢❜t❤♦ ❛♥❞ ❤❢♦❞❞ s♦❧✈❡rs✳

❈♦♥t❛✐♥s t❤❡ r♦✉t✐♥❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❍❋❇ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ❍❖ ❜❛s✐s ✉s❡❞ ✐♥

❤❢❜t❤♦ ✭❤❢♦❞❞✮ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❤❢♦❞❞ ✭❤❢❜t❤♦✮✳

• ❤❢♦❞❞❴❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❴✹✳❢✾✵✿ ■♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❯◆❊❉❋ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

• ❤❢♦❞❞❴♠♣✐✐♦❴✻✳❢✾✵✿ ■❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ▼P■ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥t❛✐♥s t❤❡ r♦✉t✐♥❡ t♦

r❡❛❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤❢♦❞❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

• ❤❢♦❞❞❴♠♣✐♠❛♥❛❣❡r❴✺✳❢✾✵✿ ▼P■ t♦♦❧❦✐t✳ ❉❡✜♥❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ▼P■ t❛s❦s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❞❛t❛ r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❤❢♦❞❞❴♠♣✐✐♦✳❞✳

• ❤❢♦❞❞❴s❤❡❧❧❴✺✳❢✿ ❚♦♦❧❦✐t ❢♦r t❤❡ s❤❡❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

• ❤❢♦❞❞❴❙▲s✐③❴✹✳❢✿ ❚♦♦❧❦✐t t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❙❝❛▲❆P❆❈❑ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

• ❤❢♦❞❞❴❢✐ss✐♦♥❴✾✳❢✾✵✿ ❚♦♦❧❦✐t ❢♦r ✜ss✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ r♦✉t✐♥❡s

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✜ss✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝❤❛r❣❡✱ ♠❛ss✱ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②❀ t❤❡ r♦✉t✐♥❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
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