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❆❜str❛❝t

▼✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ❜♦t❤ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✳ ❆ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✱
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✜♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s t♦ ❧❛r❣❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ✢♦✇s✳ ❙t❛♥❞❛r❞
♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✢♦✇s✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡❛❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇s✱ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s s❤♦rt❝♦♠✲
✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❧❛r❣❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✈♦✐❞✲
✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛✲♣r✐♦r✐ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r ❞r❛❣ ❛♥❞ s✉r✲
❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡✈❡rts t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞
♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧✴❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❆♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥t
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s ♦♥❡✲✢✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❢♦r ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r
❢✉❧❧② ❞✐s♣❡rs❡❞ ✢♦✇s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❧♦❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣
st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇s ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥t❡r❡st✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ▼✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s✱ ■♥t❡r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇s✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ▼✉❧t✐✢✉✐❞
♠♦❞❡❧

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧✐q✉✐❞✲❧✐q✉✐❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥❞✉str② t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡s❡
✢♦✇s ❛r❡ ❛❧s♦ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❛♥❞ r❡s♣✐✲
r❛t♦r② s②st❡♠s t♦ ✇❛✈❡ ❜r❡❛❦✲✉♣ ❛♥❞ ✇❛t❡r❢❛❧❧s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ✢♦✇s✱ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s
♣♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣❀ t❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡✿ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
s❝❛❧❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✢♦✇s ✭❡✳❣✳✿ ❜✉❜❜❧② ✢♦✇✱ ❞r♦♣❧❡t ✢♦✇✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✢♦✇s
✭❡✳❣✳✿ ✜❧♠ ✢♦✇✱ str❛t✐✜❡❞ ✢♦✇ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣✐♣❡s✮ ❬✶❪✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✢♦✇
t②♣♦❧♦❣✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝ts ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞✱ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✧❧❛r❣❡✧ ❛♥❞ ✧s♠❛❧❧✧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❜✉t
❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡✳

❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s s❝❛❧❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✳ ❚❡❧✳✿ ✰✹✹ ✭✵✮✶✶✸ ✸✹✸ ✷✹✹✹ ✲ ❊✲♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ❛✳❞❡s❛♥t✐s❅❧❡❡❞s✳❛❝✳✉❦

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s ❆♣r✐❧ ✶✱ ✷✵✷✶



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭r✐❣❤t✮ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉✐s♣❡rs❡❞ P❤❛s❡ ❊❧❡♠❡♥ts ✭❉P❊s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞
✭♦r ❊✉❧❡r✐❛♥✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ s②st❡♠✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❛❀ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ♠♦♠❡♥✲
t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡❦ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦st ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r t❡r♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♠♦♠❡♥✲
t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝❧♦s✉r❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛ss✳ ■♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡s♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ t♦ ❜❡ ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦r ❞✐s♣❡rs❡❞ ✢♦✇s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❉P❊s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲
r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s tr❛❝❦❡❞ ✐♥ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢❛s❤✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ▲❡✈❡❧ ❙❡t ❬✸❪
❛♥❞ t❤❡ ❱♦❧✉♠❡ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ✭❱♦❋✮ ❬✹✱ ✺❪ ♠❡t❤♦❞s❀ ▲❡✈❡❧ ❙❡t ❛♥❞ ❱♦❋ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡s
❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ✐♥ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✧s♠❡❛r✐♥❣✧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲
tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ s♣❡❝✐❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤✐s ❡✛❡❝t ❬✺❪✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ▲❡✈❡❧ ❙❡t✴❱♦❋ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
t♦ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ❬✻❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇s ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✱ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P✉❧s❡❞ ❙✐❡✈❡✲♣❧❛t❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❈♦❧✉♠♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❱♦❋✴▲❊❙ ❛♣♣r♦❛❝❤
❬✼❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❤♦✇ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✜♥❡ ♠❡s❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ✜♥❡ ❞r♦♣❧❡t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐❡✈❡✲♣❧❛t❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛
♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ❛s ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✐t
✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❉P❊s✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ❛♥❞
s❝❛❧❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

✷



❛r❡ t❤❡ ✇♦r❦❤♦rs❡s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ✐♥❞✉str②✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts
✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢♦✇s t❤❛t ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ s❝❛❧❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s ❝♦❡①✐sts ✐♥ ♠♦st ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r✲
❡st✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❬✽❪✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ t❤✐s ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦r ✧❤②❜r✐❞✧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s✳ ❚❤✐s
✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❝❛♣t✉r✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣ts ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✾❪✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡ ❱♦❋ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ 3× 3 ❝❡❧❧s st❡♥❝✐❧ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ ❱♦❋ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ s♣❡❝✐✜❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ✇❤✐❧st ❛ st❛♥❞❛r❞ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s❀ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛ ♦♥❡✲✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱♦❋ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥❡✲✢✉✐❞
❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳

■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ❬✶✵❪ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❣❛s✲❧✐q✉✐❞
s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ✉♥✐✜❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✜❡❧❞s✱ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❜✉❜❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❣❛s r❡❣✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛
❱♦❋✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞❀ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲✜❡❧❞✴t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳

❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs s✉❝❤ ❛s ❚♦♠✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❆❧❛❥❜❡❣♦✈✐❝ ❛♥❞ ❍❛♥ ❬✶✷❪ ❤❛✈❡
tr✐❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❛rs❝❤❛❧❧ ❬✷❪✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✲❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ♦♥❡✲✢✉✐❞✴♠✉❧t✐✢✉✐❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❬✽✱ ✶✸✱ ✶✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✇♦r❦s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤✐s ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✱
❜✉t ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s ✐ts ♦✇♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❱♦❋ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s
st✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡t ♦❢
❝❧♦s✉r❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦r ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣
♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❙tr✉❜❡❧❥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡✈❡❧
s❡t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❖❧ss♦♥ ❛♥❞ ❑r❡✐ss ❬✶✺❪ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞r❛❣
❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❝❧♦s✉r❡s ❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ t❤❡
s✇✐t❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✾❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
❬✶✻❪❀ t❤✐s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❡rs❡❞ t✇♦✲✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ ✇❤✐❧st ❛ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str❛t✐✜❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ✧s✉❜❣r✐❞✧
❉P❊s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❚❛②❧♦r ✐♥st❛❜✐❧✐t② t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❤❡r✐ts t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤
t❤r❡s❤♦❧❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✾❪✳

▼❛rs❝❤❛❧❧ ❬✷❪ ❛♥❞ ▼❛rs❝❤❛❧❧ ❛♥❞ ❍✐♥r✐❝❤s❡♥ ❬✶✼❪ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡✐r ❤②❜r✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ✭❍■❘❊❙✲❚❋▼✮ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✳

✸



❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡✱ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❛ ❝♦♥❝❡♣t✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r ❞✐s♣❡rs❡❞
❛♥❞ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞r❛❣✱ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛r❡ ❛❧s♦
r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞✳ ❆ ❞❛♠ ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❛s
✉s❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r t❡st ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣
♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❞r♦♣❧❡ts ❛♥❞ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❛✐r ❜✉❜❜❧❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❍■❘❊❙✲❚❋▼ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❝❧♦s✉r❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✢♦✇ t②♣❡✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❞r♦♣❧❡ts ❛♥❞ ❜✉❜❜❧❡s ✇❛s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❛❞❡q✉❛t❡❧②❀
t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐s♣❡rs❡❞ ❛♥❞ s❡❣r❡❣❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② s❡❧❡❝t s✉✐t❛❜❧❡ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r t❤❡s❡ r❡❣✐♠❡s ❧♦❝❛❧❧②✳

❚❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✲❩❡♥tr✉♠ ❉r❡s❞❡♥✲❘♦ss❡♥❞♦r❢ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ●❊◆❡r❛❧✐③❡❞ ❚✇❖✲P❤❛s❡ ✢♦✇ ❝♦♥✲
❝❡♣t ✭●❊◆❚❖P✮ ❬✶✽❪ ❢♦r ❣❛s✲❧✐q✉✐❞ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ■♥t❡r✲
❢❛❝✐❛❧ ❆r❡❛ ❉❡♥s✐t② ❬✶✾❪ ♠❡t❤♦❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✶✵❪✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②s ❛
t❤r❡❡✲✜❡❧❞✴t✇♦✲✢✉✐❞ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❤❛s❡s✿ ❛
❞✐s♣❡rs❡❞ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❛s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❣❛s ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ str✉❝✲
t✉r❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
❢♦r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❧❛r❣❡ ❣❛s str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r
♠♦❞❡❧s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r ❞✐s♣❡rs❡❞ ♦r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛r❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ●❊◆✲
❚❖P ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❯❧t✐♣❧❡ ❙■③❡ ●r♦✉♣ ✭▼❯❙■●✮ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❜❛❧❛♥❝❡ ❬✷✵❪✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡❞ ❣❛s ✢♦✇s ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
❢r♦♠ ❞✐s♣❡rs❡❞ t♦ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❬✷✶❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ▲❛r❣❡ ■♥t❡r❢❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭▲■▼✮ ✐s ❛❞❞❡❞
t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ s♦✉♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s
♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲■▼ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛ ✧s❤❛r♣❡♥❡❞✧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞
❛♥t✐✲❤❛r♠♦♥✐❝ ✈❛❧✉❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✧s❤❛r♣✧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❖♥❝❡ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r t❡r♠s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞
✉s✐♥❣ ❛❞✲❤♦❝ ❝❧♦s✉r❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ t❤r❡❡✲❝❡❧❧ st❡♥❝✐❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss str❛t✐✜❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s ✢♦✇s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❞r❛❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❞❞s ❛
t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✇❛❧❧✲❧✐❦❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❲❛r❞❧❡ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ❲❛r❞❧❡ ❛♥❞ ❲❡❧❧❡r ❬✷✸❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞
♣❤❛s❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡❀ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡r♠ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❞r❛❣
❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤✐❧❧❡r✲◆❛✉♠❛♥♥ ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ❛ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✉♠ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡ ✭❈❙❋✮ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇r❛❝❦❜✐❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✺❪✳

❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ●❊◆❚❖P ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✹❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ▲❛r❣❡
❙❝❛❧❡ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭▲❙■✮ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ t✇♦✲✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
✐s ✉s❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❝❧♦s✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ ❞r❛❣ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❙tr✉❜❡❧❥ ❛♥❞ ❚✐s❡❧❥ ❬✶✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✶✸❪ ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞r❛❣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞✴❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✷✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ▲❙■ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
❬✷✻❪✳

❚❤❡ ◆✉❝❧❡❛r ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❈♦♥s✉❧t❛♥❝② ●r♦✉♣ ✭◆❘●✮ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❍②❜r✐❞ ❉✐s♣❡rs❡❞✲
▲❛r❣❡ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❙♦❧✈❡r ✭❍❉✲▲■❙✮ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❬✶✽❪❀ ❤♦✇❡✈❡r✱
❍❉✲▲■❙ ✐s ❛ t✇♦✲✜❡❧❞✴t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞
❜② ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

✹



❛✲♣r✐♦r✐ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ♠❛♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❬✶✾❪✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞✐s✲
♣❡rs❡❞ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❛r❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ♠❛♣
❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞ r❡❣✐♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞r❛❣ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ▼❛rs❝❤❛❧❧ ❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋♦r
❝❧❛r✐t②✱ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧s ❡♥t✐r❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❤♦✇ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
♠✉❧t✐✢✉✐❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❞r❛❣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞ r❡❣✐♠❡✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ●❊❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✉❧t✐✢✉✐❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✭●❊▼▼❆✮
❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ s②st❡♠s ♦❢ n ♣❤❛s❡s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❜✉t ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ s♠❛❧❧✴❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s❀ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❛s r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠✲
♣r♦✈❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t
✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢♦✇ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡s❤ s✐③❡❀ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✐t s✉r♣❛ss❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣❧② r❡❧② ♦♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✜♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀ t❤✐s ❛✈♦✐❞s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✲♣r✐♦r✐ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✇✐t❝❤ st❛t✉s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s r❡❝♦✈❡r② ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡✱ ♣❡r♠✐ts ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ▲♦❝❛❧✐③❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡✳
❲❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ♠❡t✱ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❡♠♣❧♦②❡❞❀ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ❬✷✷❪✮ ✈✐❛
t❤❡ ❞r❛❣✲❧✐❦❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❬✷❪✱ ❛ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡✱ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡r♠ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥ t❤❡
❞✐s♣❡rs❡❞ r❡❣✐♠❡✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s♣❡rs❡❞
❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♥❛t✐✈❡ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛ss tr❛♥s❢❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❛♠❧❡ss❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
●❊▼▼❆ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❧❛t❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡s✳ ❆ t❤♦r♦✉❣❤ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ●❊▼▼❆ ❝♦♥❝❡♣t
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❡st ❝❛s❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞ r❡❣✐♠❡s✱ ❛♥❞ ♦❢
♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❝♦❡①✐st✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤s
❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②s❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷✳ ❚❤❡ ●❊▼▼❆ ❝♦♥❝❡♣t

❚❤❡ ●❊▼▼❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ s♦❧✈❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❈❋❉ ❝♦❞❡ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ✻✳✵ ❬✷✾✱ ✸✵❪✱ ✉s✐♥❣ ✐ts ❜✉✐❧t✲✐♥ r❡✲
❛❝t✐♥❣▼✉❧t✐♣❤❛s❡❊✉❧❡r❋♦❛♠ s♦❧✈❡r ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ s♦❧✈❡r ❢♦r n ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛ss tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ s♦❧✈❡r ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❜r♦❛❞ ✈❛r✐✲
❡t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛ss ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛♥
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❬✷✵❪ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✢♦✇s ✇✐t❤♦✉t ♠❛ss tr❛♥s❢❡r✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❤❛s❡ k✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣

✺



▼♦❞❡❧ ■♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❙❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❙❡❣r❡❣❛t❡❞ ❞r❛❣ ❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥

❙tr✉❜❡❧❥ ❡t ❛❧✳
❬✶✸✱ ✶✻❪

◆♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✶✸❪✱
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬✶✻❪

∂αk

∂t
+∇ · (αk (1− αk)n) = ε∆αk

◆♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✶✸❪✱
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✾❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❬✶✻❪
Fd = α1α2ρm |Ur|

Cd

d
Ur

❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✲
✇❡✐❣❤t❡❞ ❈❙❋

Fst,k = αkσκ∇αk

❍■❘❊❙✲❚❋▼
❬✷✱ ✶✼❪

◆♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ◆♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
Fd = λ |∇α|2

µ1µ2

µ1+µ+2
(U2 −U1)

Fst,1 = α14α1α2σ

[∇ ·
(

∇α1

|∇α1|

)

+4Σ0 (1− 2α1)]∇α1

●❊◆❚❖P
❬✶✽❪

❋♦r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ l
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❛s ♣❤❛s❡ cg

❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥
Fclust = −Cclust (1− ffs) fclustρ1∇α1

fclust = [0.5 + 0.5tanh [αB (αcg − αclust,min)]]
· [0.5 + 0.5tanh [αB (αclust,max − αcg)]]

ffs = 0.5 + 0.5tanh
[αfs∆(|∇αcg| − |∇αcg,crit|)]

■♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❞r❛❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❜❧❡♥❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥
fmorph = 0.5 + 0.5tanh
[αB (αcg − αcg,crit)]

CD = max(0.01,
2(αlτw,l+αcgτw,cg)

ρlUr
2

◆♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞

❲❛r❞❧❡ ❬✷✷❪

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

∂αk

∂t
+∇ · (αkuk) +∇ · (ucαk (1− αk)) = 0

❈❛♥ ❜❡ s❡t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❡✐t❤❡r✿
✲ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ♦r

✲ ❉P❊ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ♦r
✲ ▲♦❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❙❝❤✐❧❧❡r✲◆❛✉♠❛♥♥ ❬✷✹❪✱
♥♦ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ❞r❛❣
❝❧♦s✉r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❈❙❋ ❬✷✺❪

▲■▼ ❬✷✶❪
❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞

❛♥t✐✲❤❛r♠♦♥✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s

▲♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❣r❛❞✐❡♥t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡

∂αk

xi
>

(

∂αk

xi

)

max
/r

Fd = αkAD,nUr,n

+AD,tUr,t
◆♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞

▲❙■ ❬✶✹✱ ✷✻❪
◆♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✶✹❪✱

s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲▼■ ❬✷✶❪ ✐♥ ❬✷✻❪

❉r❛❣ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❜❧❡♥❞❡❞
✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥
f = 1− (1/fa + 1/fb)

fa = 1 + exp [C (αg − αmin)]
fb = 1 + exp [C (αmax − αg)]

Fd = 1
tir

α1α2ρmUr Fst,k = αkσκ∇αk

❍❉✲▲■❙ ❬✷✼❪

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

∂αk

∂t
+∇ · (αkuk) +∇ · (ucαk (1− αk)) = 0

❙❡❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❝❧♦s✉r❡s
❜❧❡♥❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥

fc =
[

0.5 + 0.5tanh
[

4
c1

(αmin − αg)
]]

−
[

0.5 + 0.5tanh
[

4
c1

(αg − αmax)
]]

Fd = λ |∇α|2

µ1µ2

µ1+µ+2
(U2 −U1)

❉❡♥s✐t②✲❝♦rr❡❝t❡❞
❈❙❋ ❬✷✽❪

Fst =
ρm

1

2
(ρ1+ρ2)

σκ∇α

●❊▼▼❆
✭♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✮

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

∂αk

∂t
+∇ · (αkuk) +∇ · (ucαk (1− αk)) = 0

❇✐♥❛r② Cα s✇✐t❝❤
❜❛s❡❞ ♦♥ ■❘◗ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✮

❛♥❞ ✭♦♣t✐♦♥❛❧❧②✮ ❉P❊ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✮

Fd = λ |∇α|2

µ1µ2

µ1+µ+2
(U2 −U1)

❉❡♥s✐t②✲❝♦rr❡❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥✲✇❡✐❣❤t❡❞

❈❙❋ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✮

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❜r✐❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✻



♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡✱ r❡❛❞s

∂αkuk

∂t
+∇ · (αkukuk) = −αk∇p/ρk +∇ · (νkαk∇uk) + αkg + (Fk + Fst,k) /ρk ✭✶✮

✇❤❡r❡ Fk ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦r❝❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❛♥❞ Fst,k ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❤❛s❡ k ✐s

∂αk

∂t
+∇ · (αkuk) = 0 ✭✷✮

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡✲
❝❛♣t✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❱♦❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
♣❤❛s❡✲s♣❡❝✐✜❝ ✈❡❧♦❝✐t② uk ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡✲✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② u ✐♥ ❱♦❋✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❱♦❋ ❝♦♥t❡①t ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❡r♠ t♦ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✸✶❪✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ❬✷✼✱ ✷✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❤❛s❡ k t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s

∂αk

∂t
+∇ · (αkuk) +∇ · (ucαk (1− αk)) = 0 ✭✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ αk (1− αk) ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❡r♠ ✐s ♦♥❧② ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞
uc ✐s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥②
❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❜✉t ✐s ♠❡r❡❧② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t ❛♥♦t❤❡r ♣✉r❡❧②
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♠❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s

uc = Cα |u|
∇α

|∇α|
✭✹✮

✇❤❡r❡ ∇αk/ |∇αk| ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ |u| ✐s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♣♦♥ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ |u| ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✢✉①❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cα ✐s ❛ s❝❛❧❛r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❛❦❡ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡❀ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ t❤❡
❱♦❋ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r Cα = 1 t♦ ❧✐♠✐t ♣❛r❛s✐t✐❝ ❝✉rr❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦st❡r❡❞
❛t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ r❡❛❝t✐♥❣▼✉❧t✐♣❤❛s❡❊✉❧❡r❋♦❛♠✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Cα ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡
♣❛✐r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ Cα = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧st ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶
❛❝t✐✈❛t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤❛s❡ ♣❛✐r❀ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ tr② t♦ r❡t❛✐♥
❛ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✳

■♥ t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ Cα ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜✐♥❛r② ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❆ ❜✐♥❛r② ❝❡❧❧✲❝❡♥tr❡❞ Cα ✜❡❧❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✇✐t❝❤
❧♦❣✐❝ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❢❛❝❡✲❝❡♥tr❡❞ Cα,f ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❡♥tr❛❧✲
❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝❡♥tr❡❞ ✈❛❧✉❡s❀ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛s ♣❛rt ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♠♦❞❡❧
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② Cα ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥
❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧✴❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✧s♠❛❧❧✧ ❛♥❞ ✧❧❛r❣❡✧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤♦s❡ s❝❛❧❡s❀ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
♠♦♠❡♥t✉♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❛♥❞ ❧❛r❣❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❜♦t❤
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥
❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Cα✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❘◗ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❉P❊s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛ s❡❣r❡❣❛t❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

✷✳✶✳ ▲❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡✴❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ s✇✐t❝❤

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ❢♦r t❤❡ Cα s✇✐t❝❤ ❞❡✈✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❊▼▼❆ ✐s s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✲❝❤❛rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸
❛♥❞ t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts ❜❡❤✐♥❞ ✐t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❧♦❣✐❝ ✐s
t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡s✐r❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ◗✉❛❧✐t② ✭■❘◗✮
✐♥❞❡①✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✸✷❪✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦❣✐❝✳ ■❘◗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

IRQ =
2

∆κ
✭✺✮

✇❤❡r❡ ∆ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛♥❞ κ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s t❛❦❡♥ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❝✉❜✐❝ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛s ❬✸✸❪

κ = −∇ ·

(

∇α

|∇α|

)

✭✻✮

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ■❘◗ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♠❛❦❡s ✉s❡
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❉P❊✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ κ = 1/r❀ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ■❘◗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥
✐♥ ●❊▼▼❆ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ IRQcrit❀ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ■❘◗ ✈❛❧✉❡ ❤❛s t♦
❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ■♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❧♦❣✐❝❀ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✵✳✵✶
❢♦r αmin ❛♥❞ ✵✳✾✾ ❢♦r αmax ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❧♦❣✐❝❛❧ st❡♣✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ d ✐s ❦♥♦✇♥ ✈✐❛ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❜❛❧❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❡❝❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

d > Γ∆ ✭✼✮

✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ❜② ❛t ❧❡❛st ❛
❢❛❝t♦r Γ❀ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥tr♦❧ ❜② ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t
❡❛❝❤ ❉P❊s ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st Γ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ♠♦❞❡ t♦ ❜❡
❛❝t✐✈❛t❡❞✳

✽



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋❧♦✇✲❝❤❛rt ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤✐♥ ●❊▼▼❆✳

✾



■♥ ❛ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡rs ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s
✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ❛❝r♦ss ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ tr❛♥s❢❡rs t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳
■♥ ❞✐s♣❡rs❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ Cα = 0✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ❞❡♥s✐t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s

ai,DI =
6α

d32
✭✽✮

✇❤❡r❡ d32 ✐s t❤❡ ❙❛✉t❡r ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t DI
st❛♥❞s ❢♦r ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡
Cα = 0✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ Cα = 1 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s r❡s♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
❛r❡❛ ❞❡♥s✐t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❬✸✹❪

ai,LI = |∇α| ✭✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t LI st❛♥❞s ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✈✐❛ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤
st❛t✉s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧
✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ❞❡♥s✐t②✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦✉r❝❡✴s✐♥❦ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✇✐t❝❤ st❛t✉s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t
♦✉t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ❞❡♥s✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❞r❛❣ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s✳

✷✳✷✳ ❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❈❙❋ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✺❪ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛s

Fst = σκ∇α ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤❛s❡ ♣❛✐r✳ ❋♦r s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡♥✲
s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s✱ ✐t ✐s ❛❞✈✐s❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✵✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t
❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ✐ts❡❧❢ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❈❙❋ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥

Fst = σκ∇α
2ρ

∆ρ
✭✶✶✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐①t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ∆ρ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❝❛♥ ❜❡

♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✧s❤❛r♣✧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❈❙❋ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❝✉rr❡♥ts ❬✷✽✱ ✸✺❪✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s ❛❞✈✐s❛❜❧❡ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ κ✳ ❲✐t❤✐♥ ●❊▼▼❆✱ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙♠♦♦t❤❡❞
❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❙✉r❢❛❝❡ ❋♦r❝❡ ✭❙❈❙❋✮ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✺❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s s♠♦♦t❤❡❞ ❜②
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡s ❢r♦♠ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡s t♦ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❈❙❋✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲✢✉✐❞
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡
t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡❤♦✇ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s
♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡s❤ ❝❡❧❧✳ ❬✶✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♣❤❛s❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ αk ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✧❤②❜r✐❞✧ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ t♦ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s❀ ✇✐t❤✐♥ ●❊▼▼❆✱
t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

✶✵



♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cα✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❢♦r ♣❤❛s❡ k

Fst,k = αk

nk
∑

i=1

(

Cαk,i
σk,iκ∇α

2ρ

∆ρk,i

)

✭✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ nk ♣❤❛s❡s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ k ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
♠❡s❤ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ κ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❙❈❙❋
❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✳✸✳ ❇❧❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r t❡r♠s

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ Fk t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢♦r❝❡s ✭❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥
❢♦r❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✈✐❛ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✮ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❞r❛❣✱ ❧✐❢t✱ ✇❛❧❧ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛ss
❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r❝❡s

FDI = Fd + Fl + Fw + Fvm + Ftd ✭✶✸✮

■♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❡r♠ ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞r❛❣✲❧✐❦❡ ❝❧♦s✉r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡
❜❧❡♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❛♥❞ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❛② ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡s❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❜❧❡♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐s♣❡rs❡❞ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡✲✐♥✈❡rs✐♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝
❢♦r❝❡ F ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s i ❛♥❞ j t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

F = (1− fi − fj)FLI + fiFdisp,ij + fjFdisp,ji ✭✶✹✮

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ f ✐s ❛ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ❞✐s♣✱✐❥ ❛♥❞ ❞✐s♣✱❥✐ r❡❢❡r t♦
t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐ ❜❡✐♥❣ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ❥ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ ❖♣❡♥❋❖❆▼✱ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

fi = max(0,min(1,
(αj − αj,min)

(αj,max − αj,min)
)) ✭✶✺✮

■♥ t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ✐s r❡❛❧✐s❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ Cα ✐♥ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✱ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❋♦r t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ r❡❛❞s

Fd = (1− (1− Cα)fi − (1− Cα)fj)Fd,LI + (1− Cα)fiFd,ij + (1− Calpha)fjFd,ji ✭✶✻✮

❯s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✻✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞r❛❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❜✉t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❢r♦♠ ❞✐s♣❡rs❡❞ t♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s ✭✐✳❡✳ ❧✐❢t✱ ✇❛❧❧ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥✮✱ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣
❜❡❝♦♠❡s

F = (1− Cα)fiFdisp,ij + (1− Cα)fjFdisp,ji ✭✶✼✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✼ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ❢♦r❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❡r♠ ✐s ❛❝t✐✈❡✳
❆❧s♦✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❊▼▼❆ ❝❛♥

❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❧♦s✉r❡s ❢♦r ♠❛ss ❛♥❞ ❤❡❛t ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r t❡r♠s✳

✶✶



❊q✉❛t✐♦♥ ❚❡r♠ ❙❝❤❡♠❡

▼♦♠❡♥t✉♠ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✮ ∇ · (αkukuk) ▲✐♠✐t❡❞ ▲✐♥❡❛r
❈♦♥t✐♥✉✐t② ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✮ ∇ · (αkuk) ✈❛♥ ▲❡❡r
❆❧❧ ∂ • /∂t ✶st ♦r❞❡r ❊✉❧❡r✐❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❉✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s✳

Uk pop αk

■♥❧❡ts ✜①❡❞❱❛❧✉❡ ✜①❡❞❋❧✉①Pr❡ss✉r❡ ✜①❡❞❱❛❧✉❡
❖✉t❧❡ts ♣r❡ss✉r❡■♥❧❡t❖✉t❧❡t❱❡❧♦❝✐t② t♦t❛❧Pr❡ss✉r❡ ③❡r♦●r❛❞✐❡♥t
❲❛❧❧s ♥♦❙❧✐♣ ✜①❡❞❋❧✉①Pr❡ss✉r❡ ③❡r♦●r❛❞✐❡♥t

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② Uk✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ pop ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ αk

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② t②♣❡s✳

✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s

❆❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❈❋❉ ❝♦❞❡ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ✻✳✵✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ✉s✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❚♦t❛❧
❱❛r✐❛t✐♦♥ ❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ✭❚❱❉✮ s❝❤❡♠❡s ❬✷✼✱ ✸✵❪❀ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞
t❤❡ t✐♠❡✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✷✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ▼❯▲t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❡r ❢♦r ❊①♣❧✐❝✐t ❙♦❧✉t✐♦♥ ✭▼❯▲❊❙✮ ❬✸✶✱ ✷✼❪ ❆❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t P■▼P▲❊ ♣r❡ss✉r❡✲✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✵❪✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❛✐♥ ❙■▼P▲❊✲❧✐❦❡ ❬✸✻❪ ♦✉t❡r ❧♦♦♣❀ ❛♥♦t❤❡r P■❙❖✲❧✐❦❡ ❬✸✼❪ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣
❝♦rr❡❝ts t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❧♦♦♣✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❡r ❧♦♦♣ ❝②❝❧❡s ♣❡r
t✐♠❡✲st❡♣ ✐s s❡t t♦ ♦♥❡✱ P■▼P▲❊ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P■❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② t②♣❡s ❛r❡ s✉♠✲
♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✱ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ pop = p−ρgh✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ p ♠✐♥✉s t❤❡ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ρgh ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❬✸✵❪❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸
❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ pop✳ ❚❤❡ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳ ❆ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ③❡r♦●r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧st ✜①❡❞❱❛❧✉❡
❡♥❢♦r❝❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❀ ♥♦❙❧✐♣ ✐s ❛ ✇r❛♣♣❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✉s❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡
♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✜①❡❞❋❧✉①Pr❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ③❡r♦●r❛❞✐❡♥t ❢♦r pop ❢♦r ✢♦✇s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s s✉❝❤ ❛s ❣r❛✈✐t② ❛♥❞✴♦r s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❀ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❞❥✉sts t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s♦ t❤❛t t❤❡ ✢✉① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧Pr❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ t♦t❛❧ ♣r❡ss✉r❡
✈❛❧✉❡ p0 ❛s pop = p0 −

1
2ρ|u|

2❀ ✜♥❛❧❧②✱ ♣r❡ss✉r❡■♥❧❡t❖✉t❧❡t❱❡❧♦❝✐t② ✐s ❛ ❘♦❜✐♥✲t②♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝
❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s
❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢✉① ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✲♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥t❡rs t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✮ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s❀ ❢♦r t❤❡ ♣✐♣❡ ✢♦✇ ❝❛s❡ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✱ s✐♥❝❡ t❤✐s
❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ Fd,LI ✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s❀

✶✷



❚❡st ❝❛s❡ ❊①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✴s❝❛❧❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❊t❤❛♥♦❧ ❞r♦♣❧❡t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛✐r ❙❡❣r❡❣❛t❡❞✴▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❬✷✼✱ ✶✸❪
❉❛♠ ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❙❡❣r❡❣❛t❡❞✴▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❬✸✽✱ ✸✾❪
❘✐s✐♥❣ ❜✉❜❜❧❡ ❙❡❣r❡❣❛t❡❞✴▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❬✻✱ ✷✼✱ ✹✵❪
❉✐s♣❡rs❡❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣✐♣❡ ❉✐s♣❡rs❡❞✴❙♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❬✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸❪
❲❛t❡r ❥❡t ♣❧✉♥❣✐♥❣ ✐♥ ❛ q✉✐❡s❝❡♥t ♣♦♦❧ ❍②❜r✐❞✴▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❬✶✽✱ ✹✹✱ ✹✺❪

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❚❡st ❝❛s❡s s✉♠♠❛r②✳

❉❡♥s✐t② ρ
(

kg/m3
)

❱✐s❝♦s✐t② µ (Pa · s)

❆✐r ✶✳✶✼✻✽ ✵✳✵✵✷
❊t❤❛♥♦❧ ✼✽✼✳✽✽ ✵✳✵✷✹

σ (N/m) ✵✳✵✷✸✻✶

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛✐r ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✳

t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Fd,LI = [0.5
ρmδ|Ui −Uj |

αiαjµiµj

µi+muj

+ 8

αiαjµiµj

(αjµj+αjµi)
µiµj

(µi+µj)

]
|∇α|

δ

µiµj

(µi + µj)
(Ui −Uj) ✭✶✽✮

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛s❡✲❜②✲❝❛s❡ ❜❛s✐s
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ❝❛s❡s❀
t❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ●❊▼▼❆ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❡st ❝❛s❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s
s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹❀ t❤❡s❡ t❡st ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❛ss❡ss ♠✉❧t✐♣❤❛s❡
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳

✹✳✶✳ ❊t❤❛♥♦❧ ❞r♦♣❧❡t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛✐r

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❊▼▼❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛s✲
s❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡st ❝❛s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✶✸❪❀ t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡t❤❛♥♦❧ ❞r♦♣❧❡t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥
❛✐r ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ sq✉❛r❡ ♦❢ s✐❞❡ L ❡q✉❛❧
t♦ ✵✳✼✺ ♠♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r s✐❞❡s tr❡❛t❡❞ ❛s ♥♦✲s❧✐♣ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ❞r♦♣❧❡t ❤❛s ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✷ ♠♠
❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✶✷✽ × ✶✷✽ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧
❣r✐❞✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛✐r ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺❀ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✷✼✱ ✶✸❪✱ t❤❡
✈✐s❝♦s✐t② ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
♦❢ ✷✵ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢❛st❡r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t s❤❛♣❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ♥♦
❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞r❛❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇♦t❤ ✢✉✐❞s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❛ ✢♦✇ t✐♠❡ ♦❢ ✷ s✳ ❆ s✇✐t❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ IRQ ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇✐t❤ IRQcrit = 2✳

❚❤❡ Cα ❛♥❞ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ❞r♦♣❧❡t ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛✐r ❝♦rr❡❝t❧②❀ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ✐s
❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ③♦♦♠❡❞✲✐♥

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♥t♦✉rs ♦❢ Cα s✇✐t❝❤ ✭❧❡❢t✮✱ ❡t❤❛♥♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❝❡♥tr❡✮ ❛♥❞ ③♦♦♠❡❞✲✐♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥
✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✿ ❱♦❋ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ●❊▼▼❆ ✭r✐❣❤t✮✳

✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❡q✉❛❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✲✸
t✐♠❡s t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❱♦❋✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ●❊▼▼❆ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r❋♦❛♠✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❱♦❋ s♦❧✈❡r ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❖♣❡♥❋❖❆▼✱
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●❊▼▼❆✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
✐♥t❡r❋♦❛♠ ❛♥❞ ●❊▼▼❆ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❙✐♥❝❡ ●❊▼▼❆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s♦❧✈❡r✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ♣r❡ss✉r❡ pg = p − patm ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ✐♥t❡r❋♦❛♠
✉s❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈❙❋ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥
❢♦r❝❡✱ ❛♥❞ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ♣r❡ss✉r❡ s♣✐❦❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
s♠♦♦t❤❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❙❈❙❋✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ●❊▼▼❆ r❡s✉❧ts ✐♥
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠♦♦t❤❡r ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❞r♦♣❧❡t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✹ ❛♥❞ ✵✳✷✻ Pa ❢♦r ●❊▼▼❆ ❛♥❞ ❱♦❋✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ ✶✶✳✽✵✺ P❛ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡
❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❋♦❛♠ ❛♥❞ ●❊▼▼❆✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❈❙❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✇✐t❤ t❤❡
●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❈❙❋ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥t❡r❋♦❛♠✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥
❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ❝❛s❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳
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❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

∆p ✭P❛✮ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❊rr♦r

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♥✴❛ ✶✶✳✽✵✺ ♥✴❛
❱♦❋ ✭✐♥t❡r❋♦❛♠✮ ❈❙❋ ✾✳✶✻ ✲✷✷✳✹✶✪
●❊▼▼❆ ▼✉❧t✐✢✉✐❞ ❙❈❙❋ ✶✶✳✹✺ ✲✸✳✵✶✪

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❉❡♥s✐t② ρ
(

kg/m3
)

❱✐s❝♦s✐t② µ (Pa · s)

❆✐r ✶✳✶✼✻✽ ✶✳✼✹❡✲✺
❲❛t❡r ✶✵✵✵ ✵✳✵✵✶

σ (N/m) ✵✳✵✼

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛✐r ❛♥❞ ✇❛t❡r✳

✹✳✷✳ ❉❛♠ ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡

❚❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❝♦❧✉♠♥✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✧❞❛♠ ❜r❡❛❦✧✱ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ t❡st ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡✲
r❡s♦❧✈✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥
♦❜st❛❝❧❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✇❛❧❧✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ sq✉❛r❡ ♦❢ s✐❞❡ ❡q✉❛❧
t♦ 4L✱ ✇❤❡r❡ L ✐s ✵✳✶✹✻ ♠✳ ❆t t = 0✱ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇❛t❡r ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✇✐❞t❤ L ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t 2L ✐s
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦❜st❛❝❧❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ ℓ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t
2ℓ ✭✇✐t❤ ℓ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✵✷✹ ♠✮ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡✳ ❚❤❡ ❝❛s❡
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡❞ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❣r✐❞s ✇✐t❤ s✐③❡s ❡q✉❛❧ t♦ 48× 48✱
96 × 96 ❛♥❞ 192 × 192 ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡
tr❡❛t❡❞ ❛s ♥♦✲s❧✐♣ ✇❛❧❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦✉t❧❡t✳
❇♦t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳ ❚❤❡ ❙❝❤✐❧❧❡r✲◆❛✉♠❛♥♥ ❞r❛❣ ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐s♣❡rs❡❞
✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ♠♠✳ ❚❤❡ Cα s✇✐t❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ IRQ✱ ✇✐t❤ IRQcrit = 2✳ ❆❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❛ ✢♦✇ t✐♠❡ ♦❢ ✶ s❡❝♦♥❞✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❛t❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉rs ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✹ s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♥❛♣✲
s❤♦ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ Cα s✇✐t❝❤ ❛t t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ t✐♠❡s✳
❖✈❡r❛❧❧✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ●❊▼▼❆ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞✴❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡s❤❡s✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡✐♥❣ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ Cα = 1✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐s✲
♣❡rs❡❞✴s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Cα = 0❀
❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞✐s♣❡rs❡❞✴s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❡s❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ●❊▼▼❆ ✭❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❱♦❋ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❋♦❛♠
✭♠❡❞✐✉♠ ♠❡s❤ ♦♥❧②✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
✉♣ t♦ t ≈ 0.8 s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t❡❞ t ≈ 0.5 s✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ s♣❧❛s❤✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛❧❧❀ t❤❡ ❱♦❋ ♠❡t❤♦❞
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t t = 1 s✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ✐t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐♠♣r♦✈❡s ✇✐t❤ ♠❡s❤
r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ♦❢
❛✐r ❜✉❜❜❧❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❬✸✽❪✳

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❛t❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ Cα ✜❡❧❞ ❛t t = 0.2 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ 0.4 ✭r✐❣❤t✮ s❡❝♦♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❣r✐❞s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ✭r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✽❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❱♦❋ ✭♠❡❞✐✉♠ ♠❡s❤✮ ❛♥❞ ●❊▼▼❆ ✭❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✮ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✳

✶✻



❉❡♥s✐t② ρ
(

kg/m3
)

❱✐s❝♦s✐t② µ (Pa · s)

●❛s ✶✵✵ ✶
▲✐q✉✐❞ ✶✵✵✵ ✶✵

σ (N/m) ✷✹✳✺

❚❛❜❧❡ ✽✿ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ r❛✐s✐♥❣ ❜✉❜❜❧❡ t❡st ❝❛s❡✳

✹✳✸✳ ❘✐s✐♥❣ ❜✉❜❜❧❡

❆♥♦t❤❡r t②♣✐❝❛❧ t❡st ❝❛s❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ ❜✉❜❜❧❡ r✐s✐♥❣
✐♥ ❛ st❛❣♥❛♥t ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✹✵❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❝♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡✈❡❧ ❙❡t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ r✐s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ r✐s✐♥❣ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ✉s❡❞
❜② ❬✷✼❪ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r ❍❉✲▲■❙✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✜rst t❡st ❢r♦♠ t❤❡
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❬✹✵❪ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆ ❜✉❜❜❧❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✵✳✺ ♠ ✐s s✉s♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐q✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❤❡✐❣❤t ✷ ♠ ❛♥❞
✇✐❞t❤ ✶ ♠✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜✐s❡❝t♦r✱ ✵✳✺ ♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❊öt✈ös
✭Eo = ∆ρgd2

σ
✮ ❛♥❞ ❛ ▼♦rt♦♥ ✭Mo =

∆ρgµ4

c

ρ4
cσ

3 ✮ ♥✉♠❜❡r ❡q✉❛❧ t♦ ✾✳✵ ❛♥❞ ✻ ① 10−4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠
t❤❡ ●r❛❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❬✹✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❜✉❜❜❧❡ r✐s✐♥❣ ✐♥ st❛❣♥❛♥t ❧✐q✉✐❞ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❜✉❜❜❧❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧
s❤❛♣❡✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ❞r❛❣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠
tr❛♥s❢❡r✳ ❉r❛❣ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦♠✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ✇✐t❤ ❛ 80× 160 ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤✳ ❋r❡❡
s❧✐♣ ❛♥❞ ♥♦ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇❛❧❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✵✳✾✽ ms−2✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✹✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ❢♦r
❜♦t❤ ✢✉✐❞s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s r✉♥ ❢♦r ✸ s✱ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲st❡♣ s✐③❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❈♦✉r❛♥t
♥✉♠❜❡r ❜❡❧♦✇ ✵✳✷✺✳

❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ Cα ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛t
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❜✉❜❜❧❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ r✐s❡s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
✇❛t❡r ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠s✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❦❡♣t s❤❛r♣ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦❣✐❝ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡s Calpha ❛t t❤❡ ❜✉❜❜❧❡✴❧✐q✉✐❞
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦♥❧②✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✱ ❛s
❡①♣❡❝t❡❞✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❬✹✵❪ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥
r✐s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❚❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✈❛❧✉❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱♦❋ s♦❧✈❡r ✐♥t❡r❋♦❛♠ ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ✐♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ●❊▼▼❆ t♦ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t t❤❡ r✐s✐♥❣
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝♦♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t❀ t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❛♥ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r❛❣
✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ●❊▼▼❆
❡✈❡♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✐♥t❡r❋♦❛♠✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r r✐s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥
❛ s❧✐❣❤t ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ r✐s✐♥❣ ❤❡✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ●❊▼▼❆ t❤❛t ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡✱
✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t✳

✹✳✹✳ ❉✐s♣❡rs❡❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣✐♣❡

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡st ❝❛s❡s ✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ss❡ss✐♥❣ ●❊▼▼❆ ❛❣❛✐♥st ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ ❝❛s❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❜✉❜❜❧② ✢♦✇ ✐♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣✐♣❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❡st✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ●❊▼▼❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s✐♥❣ ❜✉❜❜❧❡ t❡st ❝❛s❡ ❢r♦♠ ❍②s✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cα ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ●❊▼▼❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❛♥ ❜✉❜❜❧❡ r✐s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ r✐s✐♥❣ ❤❡✐❣❤t ✭r✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❍②s✐♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❋♦❛♠ ❱♦❋ s♦❧✈❡r✳

✶✽



♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✐r✲✇❛t❡r ❜✉❜❜❧② ✢♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❍♦s♦❦❛✇❛
❛♥❞ ❚♦♠✐②❛♠❛ ❬✹✸❪ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✷✺ ♠♠✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ❤❛s ❛ ✇❛t❡r s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
jl ❂ ✶✳✵ ms−1 ❛♥❞ ❛✐r s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② jg ❂ ✵✳✵✸✻ ms−1✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s α ❂ ✵✳✵✸✸
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜✉❜❜❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r dB ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐s ✸✳✻✻ ♠♠✳
❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈♦✐❞✱ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❜✉❜❜❧② ✢♦✇❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡ ❛♥❞ Cα s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
✈♦✐❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✮
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❞r❛❣ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❬✹✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ❚♦♠✐②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪✳ ❲❛❧❧ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❆♥t❛❧
❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪ ❛♥❞ ❇✉r♥s ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛
♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ k− ε ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧st ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✐r ♣❤❛s❡✳
❆ q✉❛rt❡r s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧
s✐❞❡s ❛♥❞ ❛ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛r❡
✜①❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥❀ ❛ ③❡r♦ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✹✶❪✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ✉s✐♥❣ 64 × 480 str✉❝t✉r❡❞ ❝❡❧❧s ✭❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧
❛r❡❛ × ❧❡♥❣t❤✮✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ✈♦✐❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣✐♣❡ ✐s ✈✐s✉❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞
❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥ ❜✉t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢t ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r
❜✉❜❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡❛r❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡s t❡♥❞
t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤❡♥ ❝♦♥✜♥❡s t❤❡ ❜✉❜❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ t②♣✐❝❛❧
✇❛❧❧✲♣❡❛❦❡❞ r❛❞✐❛❧ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ❝❧❡❛r
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② ♦♣❡r❛t❡s ✐♥
t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
✈♦✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t♦♦ ✇❡❛❦
✇❛❧❧ ❢♦r❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❝❧♦s✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✇❛s ♥♦t ♣✉rs✉❡❞ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✹✳✺✳ ❲❛t❡r ❥❡t ♣❧✉♥❣✐♥❣ ✐♥ ❛ q✉✐❡s❝❡♥t ♣♦♦❧

❆ ✇❛t❡r ❥❡t ♣❧✉♥❣✐♥❣ ✐♥ ❛ q✉✐❡s❝❡♥t ♣♦♦❧ ✐s ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❡♥❝♦♠✲
♣❛ss✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦♦❧ t♦ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❛✐r ❬✺✵❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧
❝❛s❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✽✱ ✹✹❪✳

❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❡st ✇✐t❤ ●❊▼▼❆ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡t✲✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✹✹❪✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ♦❢ ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❛ sq✉❛r❡
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡ ✵✳✶ ♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✵✳✸ ♠❀ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ✉♣ t♦ ✵✳✷ ♠ ❢r♦♠ t❤❡
❜♦tt♦♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❥❡t ❧❡♥❣t❤ Lj ♦❢ ✵✳✶ ♠✳ ❚❤❡ ♣❧✉♥❣✐♥❣ ✇❛t❡r ❥❡t ❡♥t❡rs t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤r♦✉❣❤
❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣✐♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✵✵✻ ♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② v0 ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✺ ♠✴s ❛♥❞ ❛
❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡
❡q✉❛❧ t♦ ✾✵✵✵ ❛♥❞ ❛ ❥❡t ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ vj =

√

v20 + 2gLj ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳✵✺ ♠✴s✳
❆ ❝♦♥st❛♥t ✇❛t❡r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ❡♥t❡r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛t

t❤❡ ♦✉t❧❡t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ♦♥
❛❧❧ t❤❡ ✇❛❧❧s✱ ✇❤✐❧st t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣❡♥ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ t♦t❛❧Pr❡ss✉r❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆ 0.02 × 0.02 ♠ sq✉❛r❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶❀ ❛ ✜①❡❞❋❧✉①Pr❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞
♦♥ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❞✐✉♠ ♠❡s❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ✉s❡❞ ❜② ❬✹✹❪✱
❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✳✵✸▼ ❤❡①❛❤❡❞r❛ ♦❢ ✶ ♠♠ s✐③❡❀ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ s✐③❡

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ●❊▼▼❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧
✈♦✐❞ ♣r♦✜❧❡ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❍♦s♦❦❛✇❛ ❛♥❞ ❚♦♠✐②❛♠❛ ❬✹✸❪✳

❡q✉❛❧ t♦ ✷ ♠♠ ❛♥❞ ✵✳✺ ♠♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ ❝♦✉♥t ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✼✽❦ ❛♥❞ ✷✹✳✵▼ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞
t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛✐r ♣❤❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛♠✐♥❛r✱ ✇❤✐❧st ❛ ▲❊❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ str❡ss❡s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ♣❤❛s❡ ❬✺✶❪✳ ❆
✢♦✇✲t✐♠❡ ♦❢ ✷ s ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✳

❚❤❡ ❖♥❡ Pr✐♠❛r②✲❖♥❡ ❙❡❝♦♥❞❛r② P❛rt✐❝❧❡ ▼♦❞❡❧ ✭❖P❖❙P▼✮ ❬✺✷❪ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❜❛❧❛♥❝❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❛✐r ♣❤❛s❡❀ t❤✐s ✐s ❛ ♦♥❡✲❣r♦✉♣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡
✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② Nd✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ ▼❛rt✐♥❡③✲
❇❛③❛♥ ❬✺✸❪ ❛♥❞ Pr✐♥❝❡✲❇❧❛♥❝❤ ❬✺✹❪ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜r❡❛❦✲✉♣ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ r❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts
t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ●❊▼▼❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐✲❣r♦✉♣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞
♣❤❛s❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❊▼▼❆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❜♦t❤ ■❘◗ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇✐t❤ IRQcrit = 2 ❛♥❞ Γ = 2
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❙❝❤✐❧❧❡r✲◆❛✉♠❛♥♥ ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞✲
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✈✐❛ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡✳

❆ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ s♥❛♣s❤♦ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✽❪ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✐❡♥t ✉♣ t♦ t = 0.015 s❡❝♦♥❞s ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✷❀ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♦♥❧② ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♥❛♣s❤♦ts
✐s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts r❡❢❡r t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❥❡t ✐♠♣❛❝t ✈❡❧♦❝✐t②
vj ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳✸ ♠✴s ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ v0 ❛♥❞ Lj ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡r❡
♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❬✺✺❪✮✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ ❛t t = 0.009
s❡❝♦♥❞s t❤❡ ❥❡t ❥✉st ✐♠♣✐♥❣❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❛✐r
❜✉❜❜❧❡s❀ ✐♥st❡❛❞✱ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❛✐r ❝❛✈✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ ●❊▼▼❆
❢♦r t❤❡ ♣❧✉♥❣✐♥❣ ❥❡t✴❛✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✴❛✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t❤❡

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♣❧✉♥❣✐♥❣ ❥❡t ❝❛s❡✳

✷✶



❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡❀ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✐r ❝❛✈✐t②
❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✇❛t❡r✳ ❆t t = 0.012 s❡❝♦♥❞s ♣✐♥❝❤✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❝❛✈✐t② ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❛♥❞ ❛✐r
❜✉❜❜❧❡s st❛rt t♦ ❜❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❀ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜✉❜❜❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐♥❝❤✲♦✛✱ ✇❤✐❧st t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❜✉❜❜❧❡s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❆t s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥st❛♥ts✱ t❤❡ ❧❛r❣❡
❜✉❜❜❧❡ ❞❡❢♦r♠s ✭t = 0.014 s✮ ❛♥❞ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✭t = 0.015 s✮ ✐♥t♦ t✇♦ s♠❛❧❧❡r str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡❣✐♥ t♦ r❛✐s❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ❜✉♦②❛♥❝②❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♠♦r❡ ❛♥❞
♠♦r❡ ❛✐r ✐s ❡♥tr❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠②r✐❛❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❜✉❜❜❧❡s✳ ❚❤❡ ●❊▼▼❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❝❛♣❛❜❧❡ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛❀ t❤❡ t✇♦ ❧❛r❣❡r ❜✉❜❜❧❡s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t = 0.015 s❡❝♦♥❞s ❛r❡ st✐❧❧ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❜✉❜❜❧❡s ✐s tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s✱
✐✳❡✳ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✐r ❝❛✈✐t② r✐❣❤t ❛❢t❡r t❤❡ ✐♠♣✐♥❣❡♠❡♥t✱ ♣✐♥❝❤✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② t✐♣✱ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t
♦❢ ❛✐r ❜✉❜❜❧❡s ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❜✉❜❜❧❡s ❞✉❡ t♦ ❜✉♦②❛♥❝②✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✐❡♥t s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ t❤❡ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ❥❡t ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♦❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ✐♠♣❛❝t
✐♠♣❧② t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ♥♦t tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡
♠❡s❤✳ ▼♦r❡ str✐❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❛✐r
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧✿ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ✐s ♥♦t s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛✐r ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜✉❜❜❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ♣✐♥❝❤✲♦✛❀ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧✴❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡
t✇♦ ❧❛r❣❡ ❜✉❜❜❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t = 0.015 s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞✲t♦✲s❡❣r❡❣❛t❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❜✉❜❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧
✭❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✮ ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❜✉❜❜❧❡s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❛✐r
✭❡✳❣✳✿ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜✉❜❜❧❡s✮ t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ✐s
r❡✜♥❡❞✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧s♦ ❜❡❧♦✇ ✇❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤
♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ♣❧✉♠❡✱ t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✧❞✐s♣❡rs❡❞✧ ❞r❛❣ ❝❧♦s✉r❡ ❬✷✹❪ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ❝❧♦s✉r❡ ♦♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡ts r❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛✐r ❜✉❜❜❧❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❡❣r❡❣❛t❡❞✴❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞✑ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
s❝❛❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡st ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✭❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡
✉s❡r ✈✐❛ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts IRQcrit ❛♥❞ Γ✮ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s❝❛❧❡s r❡❞✉❝❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣❀ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r
t❡r♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✧s✉❜❣r✐❞✧ ❉P❊s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ✐s
❝♦❛rs❡♥❡❞✳

❆❢t❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✐❡♥t t❤❡ ✢♦✇ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧✉♥❣✲
✐♥❣ ❥❡t ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉♦②❛♥❝②✲❞r✐✈❡♥ ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❥❡t ❬✹✺❪✳
❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ Hp ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✐♥t r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ♣❧✉♠❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t❀ ❞✉❡
t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ t❤✐s ❝❛♥ ✢✉❝t✉❛t❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬✺✻❪✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ Hp ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✲
✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✺✺✱ ✺✻❪ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡
t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❜✉❜❜❧❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇s
t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ●❊▼▼❆ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✺✺❪ ❢♦r v0 = 1.6 ♠✴s ❛♥❞ Lj = 0.1 ♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛
❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s
♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ✇❤❡♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❛✐r ❜✉❜❜❧❡s
❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✜♥❡r ♠❡s❤❡s✮ ❛s

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ✭r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✽❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ❛✐r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ Cα ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❞✲♣❧❛♥❡ ❛t ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ t✐♠❡s✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✺✺❪✳

♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ tr❡❛t❡❞ ❛s ✧s✉❜✲❣r✐❞✧ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❉P❊s ✭❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦♥ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s✮❀ ✐♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧♦s✉r❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✧s✉❜✲❣r✐❞✧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ♣❧❛② ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤✳

❖❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❜✉❜❜❧❡s ✇✐❧❧ ❝♦❛❧❡s❝❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❧❛r❣❡r ❝❛♣✲s❤❛♣❡❞ ❛✐r ❜✉❜❜❧❡s❀ t❤❡
❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ❜✉❜❜❧❡s ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡
♠♦❞❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❬✶✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s❤♦✇♥
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣♦rts t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❛♣✲s❤❛♣❡❞ ❜✉❜❜❧❡ ✈✐❛ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡
♦❢ ❞✐s♣❡rs❡❞ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ❜✉❜❜❧❡s ❢r♦♠ t = 1.35 t♦ t = 1.44 s❡❝♦♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♠❡s❤✳ ❆t
t = 1.35 s t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❜✉❜❜❧❡s st❛rt t♦ ❝♦❛❧❡s❝❡ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡❛r✲s❤❛♣❡❞
❧❛r❣❡ ❜✉❜❜❧❡ ❛t t = 1.35 s❀ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤✐s ❜✉❜❜❧❡✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❜✉❜❜❧❡ st❛rts t♦ r❛✐s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✉♦②❛♥❝② ✭t = 1.44 s✮ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡s ✐ts
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛♣ s❤❛♣❡ ✭t = 1.44 s✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ Cα = 1✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s t❤❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧❀
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s♠❡❛r✐♥❣✱
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✧❝❧✉st❡r✐♥❣✧ t❡r♠ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ●❊◆❚❖P ♠♦❞❡❧ ❬✸✽❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢
●❊▼▼❆ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞✲t♦✲s❡❣r❡❣❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛❜♦✈❡ ✐s ❛♥ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱ ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡
❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡❀ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ✐t ✐s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞✲t♦✲s❡❣r❡❣❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐♥ t❤✐s
r❡s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦t❤❡r ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✺✼✱ ✺✽❪✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆ ♥♦✈❡❧ ●❊♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✉❧t✐✢✉✐❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✭●❊▼▼❆✮ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡
♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛ss❡ss❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❛ ❜✐♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡
❧♦❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤ st❛t✉s ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧s r❡❧❡✈❛♥t t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧✴❞✐s♣❡rs❡❞
❛♥❞ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤ ❧♦❣✐❝ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛✲
❝✐❛❧ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❛♣✲s❤❛♣❡❞ ❜✉❜❜❧❡ ❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r s✉❜✲❣r✐❞ s✐③❡ ❜✉❜❜❧❡s ♦♥ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ♠❡s❤✿ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ Cα ✭r✐❣❤t✮ ✜❡❧❞s✳

❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❱♦❋
✐♥ t②♣✐❝❛❧ ❧❛r❣❡✴s❡❣r❡❣❛t❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢♦✇ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❧st ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞
❢♦r ❞✐s♣❡rs❡❞ ✢♦✇s❀ t❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞
❜② t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t♦✲
t②♣✐❝❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✢♦✇ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞
❞✐s♣❡rs❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✧r❡s♦❧✈❡❞✧ str✉❝t✉r❡s ✈✐❛ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢
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