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❆❜str❛❝t

❚❤✐s st✉❞② ♣r♦♣♦s❡s ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥

t✉r♥✱ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✜r♠s ❛t ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧

♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡s

❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝♦♥✲

✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣s

❛r❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❛❝r♦ss ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ t❡sts ✉s✐♥❣ ✸✱✾✷✻ ✈❡♥✲

t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ❯❙ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❜❡t✇❡❡♥

❏❛♥✉❛r②✱ ✶✾✽✾ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳ ▼♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲

r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❧❡ss ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ❢r♦♠

t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♥❡st ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❇❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥

♣r♦✜❧❡ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥✈❡st♦rs s♦ t❤❡② ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❥✉❞❣❡✲

♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞

✈❛r✐♦✉s ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❘✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡✱ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s✱ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s st✉❞② ♣r♦♣♦s❡s ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✶✾✼✾✮ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❡①✲

♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✜r♠s ❛t ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♥❡st ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ■ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②

✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞

❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✳

❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡❧② ❤❡❧❞ ✜r♠s ❛t ✈❛r✐♦✉s st❛❣❡s

♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r✐s❦✲

❛❞❥✉st❡❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣

♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭❈❆P▼✮ r❡❧② ♦♥ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t

tr❛❞✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r✐✈❛t❡❧② ❤❡❧❞ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ❧✐st✐♥❣✳

❆❧s♦✱ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♥❡✇ ✈❡♥t✉r❡s ❝❤❛♥❣❡s ❛s t❤❡② ❛❞✈❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤

❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ Pr✐✈❛t❡❧② ♦✇♥❡❞

✜r♠s ❤❛✈❡ ♥♦ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞

❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ P✉❜❧✐s❤❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞

r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ❛r❡ r❛r❡✳ ❘✉❤♥❦❛ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✭✶✾✽✼✱ ✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ❲❡t③❡❧ ✭✶✾✽✶✮ ❛r❡

❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢❡✇ st✉❞✐❡s t♦ ♣✉❜❧✐s❤ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥

❢♦r ✈❛r✐♦✉s st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ✈❛❧✲

✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛②s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❖♥❡ str❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ st❛❣❡❞ ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❙t❛❣❡❞ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✐s ❛

♣r♦♠✐♥❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❛s ♥❡✇ ✈❡♥t✉r❡ ✜r♠s ❛❞✈❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

st❛❣❡s✳ ■♥ st❛❣❡❞ ✜♥❛♥❝✐♥❣✱ ✐♥✈❡st♦rs ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t ❛♥ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ t♦

❝♦♠♠✐t ❝❛♣✐t❛❧ ❛t ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳✶ ❍❛✈✐♥❣ ♦♣t✐♦♥✲❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡s

❡♥❛❜❧❡s ✐♥✈❡st♦rs t♦ s❤❛r❡ r✐s❦ ✇✐t❤ ✜r♠s✱ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❛❣❡♥❝② ❝♦sts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ✜r♠✳ ❚❤❡s❡ ♦♣t✐♦♥✲❧✐❦❡

❢❡❛t✉r❡s ❡♥❛❜❧❡ t❤✐s st✉❞② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡

❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❡✲

✜ts✳ ❚❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ✐s ❧❡ss s✉❜❥❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲

❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s✳✷ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡r✲

r♦rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ❛r❡ ❧❡ss ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

✷



t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥✳ ❚❤❡s❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✜♥❞✐♥❣s

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❡♣♣ä ❛♥❞ ▲❛❛♠❛♥❡♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ■♥ t❤❡✐r st✉❞②✱

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳✸

■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❈♦①✲

❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st♦rs

❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❡♣♣ä ❛♥❞ ▲❛❛♠❛♥❡♥ ✭✷✵✵✶✮ ✉s❡ t❤❡ st❛❣❡s

♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦✉♥❞✱ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❈❛s❛♠❛tt❛ ❛♥❞ ❍❛r✐t❝❤❛❜❛❧❡t ✭✷✵✵✼✮ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✈❡st♦r s②♥❞✐❝❛t✐♦♥

✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤✉s ❤❡❧♣s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡✲

tr② ❛❜♦✉t ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❆❞♠❛t✐ ❛♥❞ P✢❡✐❞❡r❡r

✭✶✾✾✹✮ ✉s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s②♥❞✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝❡rt✐❢② ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ r✐s❦✳ ❍❛♥❧❡② ✭✶✾✾✸✮

✉s❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✛❡r ♣r✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐✲

♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦s♣❡❝t✉s✱ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠✐s♣r✐❝✐♥❣ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ●♦♠♣❡rs ❛♥❞ ▲❡r♥❡r ✭✷✵✵✵✮ ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❡q✉✐t② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

st♦❝❦ ♠❛r❦❡t✳ ▲♦✉❣❤r❛♥ ❛♥❞ ❘✐tt❡r ✭✷✵✵✹✮✱ ▲♦✇r② ✭✷✵✵✸✮✱ ❛♥❞ ❨✉♥❣✱ ➬♦❧❛❦ ❛♥❞

❲❡✐ ✭✷✵✵✽✮ ✐❞❡♥t✐❢② t✇♦ st②❧✐s❡❞ ❢❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ■P❖ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✐rst❧②✱ ✉♥❞❡r✲

♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ✐ss✉❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ◆♦

♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ❤❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ❞❡✲

s♣✐t❡ t❤❡✐r ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛♣♣❡❛❧ ❛s ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥✱ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦rs

✐♥ ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✳✹ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱ ▲♦ ❛♥❞ P♦❣❣✐♦ ✭✶✾✾✹✮ ✉s❡ ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦s t♦ ❵❧❡❛r♥✬ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✱

❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r✲

♠✉❧❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t t❤❡

❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛❝❝✉r❛❝②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼❛❧✐❦ ❛♥❞ ◆❛s❡r❡❞❞✐♥ ✭✷✵✵✻✮ r❡♣♦rt t❤❛t ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉✲

r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs t❤❛♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✳

◆❡✐t❤❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♥♦r t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ♥♦✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②

❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s
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❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s t❤❛♥

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❇❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥✈❡st♦rs s♦ t❤❡②

❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

■ ✉s❡ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ■t

✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ♥♦t ❛ttr❛❝t❡❞ ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥✳ ❚❤❡②

❛r❡ ❧❡ss s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧❡ss ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s t❤❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞

r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✉s❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♥t❡st❡❞ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡

r❡s❡❛r❝❤❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

❞❛t❛ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ s♣✐r✐t ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ◆❡✉r❛❧

❧❡❛r♥✐♥❣ ❧❡ts t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t t❤❡ ❵tr✉❡✬ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❜❡t✇❡❡♥

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥

♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✉♥❧❡ss

t❤❡② ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❢♦r♠ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❛t t❤❡ ❵tr✉❡✬ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐s✳

❵❚❤✐❝❦✬ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✉r♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛t ♥❡t✇♦r❦ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ tr✐♠♠❡❞ ♠❡❛♥

❡st✐♠❛t❡s✳✺

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♣r✐♦r st✉❞✐❡s✱ ■ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ t❡sts t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r✐s❦✲

r❡t✉r♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✐♥❣ ❡① ❛♥t❡ ❛♥❞ ❡①

♣♦st ✈❛❧✉❡s✳ ❙❡♣♣ä ❛♥❞ ▲❛❛♠❛♥❡♥ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥❧② ✉s❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦

❛ss❡ss ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t②

t❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr✉❧② ❛❝✐❞ t❡st ♦♥ ♠♦❞❡❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡t✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ■ ✉s❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❯❙ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✸✱✾✷✻ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ✐♥✐✲

t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❧✐st✐♥❣ ♦♥ ❛ ❯❙ st♦❝❦

❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶✾✽✻ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ t❤❡r❡❢♦r❡

❡①❝❡❡❞s ❜♦t❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥❞❡r ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡♣♣ä ❛♥❞ ▲❛❛♠❛♥❡♥ ✭✷✵✵✶✮✳✻ ▼② s❛♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✸✾ ✐♥❞✉str②

s❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ✹✽✲✐♥❞✉str② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❛♠❛ ❛♥❞ ❋r❡♥❝❤ ✭✶✾✾✼✮✳✼ ■♥ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② s❡❣♠❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝

♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s

✹



t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♥t❡st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r✲

t✐❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ♦✛❡r ♣r✐❝❡s ✐♥ ❍❛♥❧❡② ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s②♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✐♥

❆❞♠❛t✐ ❛♥❞ P✢❡✐❞❡r❡r ✭✶✾✾✹✮✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ♠② ✜♥❞✐♥❣s s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤

t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②

♦❢ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ t❤❛♥ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ♣❡rs✐st❡♥t

❛❝r♦ss ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢ s❛♠♣❧❡ t❡sts✳

✷ ❚❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ♠♦❞❡❧

■ ✉s❡ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡① ♣♦st ✜r♠ ✈❛❧✉❡ t♦ ❞❡r✐✈❡

t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ❡① ♣♦st ✜r♠ ✈❛❧✉❡ r❡✢❡❝ts t❤❡

♣♦st✲♠♦♥❡② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞✳

❋✐r♠ ✈❛❧✉❡ Vt,s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ st❛❣❡ s ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ V u ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ t♦ V d

♦✈❡r ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ (t, T )✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ us ✐s✿

us =
V u
T,s

V d
T,s

✭✶✮

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t us > 1✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ds = 1/us ❛♥❞ ♠✉st s❛t✐s❢② 0 <

ds < 1. u ❛♥❞ d ❛❧❧♦✇s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❛♥ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t p ❢♦r ❡❛❝❤ st❛❣❡ s✿

ps =
erf,s(T−t)s − ds

us − ds
0 ≤ ps ≤ 1 ✭✷✮

✇❤❡r❡ rf,s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ r✐s❦✲❢r❡❡ ❚r❡❛s✉r②✲❜✐❧❧ r❛t❡✳

❊q✳ ✭✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤✐❣❤❡r r❡t✉r♥s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋✐r♠

✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ st❛❣❡ s ✐s t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ (ps, 1− ps) ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣ ♦r t❤❡

❞♦✇♥ st❛t❡s ❛t t✐♠❡ T ✿

Vt,s = e−rf,s(T−t)s
(

psV
u
T,s + (1− ps)V

d
T,s

)

✭✸✮

❉✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ✐s ❛t t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ (t, T )✳ ❚❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ps ✐s t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r✐s❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥

✜r♠ ✈❛❧✉❡ us ✐s t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r❡t✉r♥✳

❚❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❋✐rst✱

✺



t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐♥t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜✐♥♦✲

♠✐❛❧ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♥t❛r② ❞✐s❝❧♦s✉r❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ♣r❡✲■P❖ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

❜r✐♥❣s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞

✜r♠ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ♠❛❦❡s

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t

❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❛s t❤❡② ❛❞✈❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❙♦♠❡ ✜r♠s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ r❛✐s✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ✜♥❛♥❝❡ t♦ s❦✐♣ ❡♥t✐r❡

st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ✜r♠s r❡q✉✐r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧

❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦

s✉✐t ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐s ♦♥❧②

♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡✳

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡① ❛♥t❡ r❡t✉r♥ û ❢♦r ❡❛❝❤ st❛❣❡ s ❜② r❡✲❛rr❛♥❣✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✮✿

ûs =
erf,s(T−t)s +

(

e2rf.s(T−t)s − 4p̂s (1− p̂s)
)0.5

2p̂s
✭✹✮

✇❤❡r❡ p̂s ✐s t❤❡ ✜tt❡❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋✐rst✱ ■ ❤❛✈❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ p̂s ❜❡❢♦r❡ ■ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ûs✳ ❚❤❡ ✜tt❡❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p̂s ❝♦♠❡s ❢r♦♠

t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱

t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭tr❛✐♥✐♥❣✮ ❛r❡ t❤❡

✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t

❡❛❝❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♦r

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ ✐♥✈❡st♦r s②♥❞✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✛❡r ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦❢✲

❢❡r ♣r✐❝❡✱ ❛r❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦

♠❛r❦❡t✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉♥❞❡r♣r✐❝✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧

♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s✱ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ■ r❡♣❡❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥

❊q✳ ✭✷✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✮ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ❢r♦♠

❘✉❤♥❦❛ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✭✶✾✽✼✱ ✶✾✾✶✮✳

✻



✸ ❉❛t❛

❚❤♦♠s♦♥ ❘❡✉t❡rs✬ ❱❡♥t✉r❡❊①♣❡rt ❛♥❞ ◆❡✇ ■ss✉❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛

♦♥ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt

♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡❛❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦st✲♠♦♥❡② ✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♦rs✱ t❤❡ ✐♥❞✉str②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt s✉♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❚❤❡② ❛r❡ ❡❛r❧② st❛❣❡✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❊❛r❧②✲st❛❣❡

✐♥✈❡st♠❡♥ts ♥♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ♠❛♥✲

✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ s❛❧❡s ❛♥❞ ♠❛r❦❡t✐♥❣✳ ■♥✈❡st♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❛❣❡ s✉♣♣❧②

❝❛♣✐t❛❧ t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✜r♠s✳ ▲❛t❡r✲st❛❣❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♥♦r✲

♠❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ✜r♠s ✇✐t❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ♦r s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤✐s r♦✉♥❞

t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❧❛st s♦✉r❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜r♠s ❡①✐t

❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥✈❡st♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛❞❡ s❛❧❡ ♦r ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ◆❡✇ ■ss✉❡s ❞❛t❛❜❛s❡ s✉♣♣❧✐❡s t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s✱ ✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦✛❡r ♣r✐❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✛❡r ♣r✐❝❡ ❛♥❞

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣r♦s♣❡❝t✉s ♦✛❡r ♣r✐❝❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤♦♠s♦♥

❘❡✉t❡rs ♣r♦✈✐❞❡s ✸✱✾✷✻ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ♣r❡✲■P❖ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

♦❢ ✶✱✸✻✵ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✲❜❛❝❦❡❞ ✜r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❧✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r②✱

✶✾✽✻ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✷✵✵✽✳ ❏❛② ❘✐tt❡r✬s ✇❡❜ ♣❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦♥t❤❧② ❛✈❡r❛❣❡

✉♥❞❡r♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s✳✽ ❚❤♦♠s♦♥ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧

❉❛t❛str❡❛♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t ✭◆❛s❞❛q✮ r❡t✉r♥ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡

♦❢ r❡t✉r♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s

♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛r❡ ❢r♦♠ ❘✉❤♥❦❛ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✭✶✾✽✼✱ ✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ✺✹✳✽✪

❢♦r ❡❛r❧② st❛❣❡✱ ✹✷✳✷✪ ❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✸✺✳✵✪ ❢♦r ❧❛t❡r st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s✳

❬ ❚❛❜❧❡ ✶ ❪

❈♦❧✉♠♥s ❬✷❪ ❛♥❞ ❬✸❪ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❜② ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✾✽✻ ♦♥✇❛r❞s✱ ♣❡❛❦s ✐♥ ✶✾✾✾✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡✲

❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✹❪ t♦ ❬✾❪ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢

✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ r♦✉♥❞s ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❛r❧②✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r st❛❣❡ ♦❢

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❛❣❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✹✷✳✹✻✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡♥t✉r❡

✼



❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡ ✭✷✽✳✾✻✪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r

st❛❣❡ ✭✷✽✳✺✽✪✮ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ r♦✉♥❞s ❛❝r♦ss t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡♥✲

t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✶❪ ❧✐st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❜② ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r✳ ❚❤❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s✳

❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛❝r♦ss t❤❡ ❋❛♠❛

❛♥❞ ❋r❡♥❝❤ ✭✶✾✾✼✮ ✹✽✲✐♥❞✉str② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈♦❧✉♠♥ ❬✶❪ ❧✐sts t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ✸✾

♦✉t ♦❢ ✹✽ ✐♥❞✉str✐❡s ✭✽✶✳✷✺✪✮ ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞

❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s✳

❬ ❚❛❜❧❡ ✷ ❪

❈♦❧✉♠♥s ❬✷❪ ❛♥❞ ❬✸❪ r❡♣♦rt t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡

❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❱❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥✲

❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐✲

t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❚❤❡ t♦♣ ✜✈❡ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❇✉s✐♥❡ss ❙❡r✈✐❝❡s ✭✸✹✳✹✻✪✮✱

P❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ Pr♦❞✉❝ts✱ ✭✶✺✳✾✹✪✮✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❊q✉✐♣♠❡♥t ✭✶✵✳✻✷✪✮✱ ▼❡❞✐❝❛❧

❊q✉✐♣♠❡♥t ✭✾✳✸✷✪✮✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡rs ✭✺✳✸✵✪✮✳ ❚❤❡s❡ s❡❝t♦rs ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦r❡

t❤❛♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✼✺✪ ♦❢ ❛❧❧ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈♦❧✉♠♥s ❜❡t✇❡❡♥

❬✹❪ ❛♥❞ ❬✾❪ ❧✐st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✶❪ st❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s ❛❝r♦ss ✐♥❞✉str✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥ t♦ t❤❛t ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❚❛❜❧❡ ✸ ❧✐sts t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡

s❛♠♣❧❡ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ♦❢ ✸✸✳✸✽✪ ❢♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛♥❞ ✷✽✳✼✸✪ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠❡❛♥ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q ✐s ✹✺✳✵✺✪ ❢♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛♥❞ ✸✾✳✹✷✪ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡

♠❡❛♥ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ✐s ❛t ❧❡❛st s✐① t✐♠❡s t❤❛t ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡

♦❢ r❡t✉r♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ u

✐s ✸✳✺ ❛♥❞ ✹✳✾ ❢♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ u ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❤✐❣❤ ❣r♦✇t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧❡ ✜r♠s ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ r✐s❦✲

✽



♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q ❛r❡ t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡s

❢♦r r✐s❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ u ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s ✐s t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r❡t✉r♥✳

❬ ❚❛❜❧❡ ✸ ❪

❬ ❚❛❜❧❡ ✹ ❪

❆ ③❡r♦✲♦♥❡ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲

✈♦✉s ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦

tr❛✐♥✐♥❣✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡ s✉✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼② s❛♠♣❧❡

✜r♠s ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ✷✳✻ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦✉♥❞✱ ✇❤❡r❡❛s

✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥ ♦❢ ✸✳✸ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦✉♥❞✳ ■♥✈❡st♦rs ❤❛✈❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ❯❙✩ ✸✷✳✸ ♠✐❧❧✐♦♥

❛t ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ r❛✐s❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜✲

❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ ✐s ❯❙✩ ✼✶✳✼ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

❢♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ■t t❛❦❡s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✳✵ ②❡❛r ❛♥❞ ✶✳✸

②❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❢♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ♠❡❛♥ ♦❢ ✹✳✵ ✐♥✈❡st♦rs ✐♥❥❡❝t❡❞ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✈❡st♦rs ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ s②♥❞✐❝❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✹✳✺ ✐♥✈❡st♦rs ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ■P❖

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦✛❡r ♣r✐❝❡ ♣❡r s❤❛r❡ ✐s ❯❙✩✶✸✳✵✸✳ ✺✳✽✷✪ ✐s t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ■P❖ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ❢r♦♠

t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣r♦s♣❡❝t✉s ♦✛❡r ♣r✐❝❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r❡

❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ♥❡✇ ✐ss✉❡s ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ◆❛s❞❛q r❡t✉r♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐s ✶✽✳✵✹✪ ❢♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✷✵✳✵✹✪ ❢♦r

✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✉♥❞❡r♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ✜r♠s ♦❜t❛✐♥✲

✐♥❣ ❛ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ❧✐st✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ✜r♠s ❛t ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♦r ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝

♦✛❡r✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✹✵✳✵ ✜r♠s ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ❧✐st✐♥❣

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

♠❡❛♥ ✐s ✹✳✺ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡

✜r♠s ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ❣♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧

✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✜r♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ✉♣✇❛r❞ tr❡♥❞

✾



❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜✐❛s t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❆ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s❛♠♣❧❡

✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❝♦✉❧❞ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❜✐❛s✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♣r✐✈❛t❡❧② ❤❡❧❞ ✜r♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

❞❡❛❧s ❛♥❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐❢ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❝♦♥❝❡❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳✾ ❉❡❝r❡❛s❡s

✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❝♦✉❧❞ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❢✉t✉r❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

t❤❡ ❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt ❞❛t❛❜❛s❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳

✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❈♦①✲

❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ■ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞✲

❡❧s✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✲

✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ❛ ♣✉r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡sts ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠✳

✹✳✶ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▲✐♥❡❛r✮

❆ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ✜rst ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✿

ps = β0 +

i∗
∑

i=1

βixi,s + εs ✭✺✮

✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ s✳ x ✐s t❤❡ s❡t ♦❢

❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s i = 1, ..., i∗✳ β0 ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠✱ βi ❛r❡ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ε ✐s t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✳ ❚❤❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ✭✶✾✽✵✮ t❡st ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐t②

❛♥❞ ❲❤✐t❡✬s ✭✶✾✽✵✮ t❡st ❢♦r ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s

❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ t❤❡ t✲st❛t✐st✐❝s ✉s❡ ❲❤✐t❡✬s ✭✶✾✽✵✮ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ❝♦♥s✐st❡♥t st❛♥❞❛r❞

❡rr♦rs ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ▲❡❡✲❲❤✐t❡✲●r❛♥❣❡r ✭✶✾✾✸✮ t❡st ✐❞❡♥t✐✜❡s ♥❡❣❧❡❝t❡❞

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠

♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② r❡s♦rts t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦s✳

✶✵



✹✳✷ ▼✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭▼▲P✮

❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ✶✾✻✶❀ ❘✉♠❡❧✲

❤❛rt✱ ❍✐♥t♦♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✶✾✽✻✮ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✲

✇♦r❦s ❞❡t❡❝t ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❦♥♦✇♥ ❛s ♥❡✉r♦♥s✮ ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞

✐♥ t✇♦ ❧❛②❡rs✿ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✲

♣✉t ❧❛②❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♦✉t♣✉t ✭❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ✐s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥

❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛s ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s✳ ❊❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r r❡❝❡✐✈❡s s✐❣♥❛❧s

❢r♦♠ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❛②❡r ♥❡✉r♦♥s r❡❝❡✐✈❡ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ✐s st♦r❡❞

✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

nk,s = ωk,0 +

i∗
∑

i=1

ωk,sxi,s ✭✻✮

Nk,s = T (nk,s) =
enk,s − e−nk,s

enk,s + e−nk,s
✭✼✮

ps = γ0 +

k∗
∑

k=1

γkNk,s + εs ✭✽✮

✇❤❡r❡ T (nk,s) ✐s t❤❡ t❛♥s✐❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ i∗ ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s x✱

❛♥❞ k∗ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s

xi,s✱ i = 1, ..., i∗✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛❣❡ s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇❡✐❣❤ts ωk,i✱ i = 1, ..., i∗ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t ❜✐❛s wk,0 ❢♦r♠ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ nk,s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

sq✉❛s❤❡s t❤❡ nk,s ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ♦♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Nk,s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✳ γ0

✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥❡✉r♦♥✳

◆❡✉r❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭♦r tr❛✐♥✐♥❣✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥✲

♥❡❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ st❛rts ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ r❛♥❞♦♠✐s❡❞ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❛❞❥✉sts t❤❡ ✇❡✐❣❤ts r❡♣❡❛t❡❞❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t✲

♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❡s✐r❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡

✶✶



✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ■ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t✱

❛♥❞ t❡st s❡t✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡

❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡

❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❡st s❡t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥

❧❛②❡r✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ ✐t ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✳

✹✳✸ ❈❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❈❛s❝❛❞❡✮

■ ✉s❡ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❋❛❤❧♠❛♥ ❛♥❞

▲❡❜✐❡r❡ ✭✶✾✾✵✮✳ ■♥ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❧✐♥❦❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ sq✉❛s❤❡❞ t❛♥s✐❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t

❧✐♥❡❛r ❧✐♥❦s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✳✶✵

nk,s = ωk,0 +

i∗
∑

i=1

ωk,sxi,s ✭✾✮

Nk,s = T (nk,s) =
enk,s − e−nk,s

enk,s + e−nk,s
✭✶✵✮

ps = γ0 +

k∗
∑

k=1

γkNk,s +

i∗
∑

i=1

βixi,s + εs ✭✶✶✮

❚❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♥❡sts ❜♦t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❈❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧

✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ❛ ♣r✐♦r✐ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡

r❡s❡❛r❝❤❡r ♥❡❡❞s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♥♦❞❡s

❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛♥❞ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✳

❈❛s❝❛❞❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❛rts ♦✛ ✇✐t❤ ♥♦ ❤✐❞❞❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡

✶✷



t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✳ ❍✐❞❞❡♥

♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡

❝❛s❝❛❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❞❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ♥♦❞❡s ✉♥t✐❧ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳

✹✳✹ ▼♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ❍❛♥♥❛♥ ❛♥❞ ◗✉✐♥♥ ✭✶✾✼✾✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❍◗■❋❈✮

✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ t❡st t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❍◗■❋❈ ♠❡❛✲

s✉r❡ ♣❡♥❛❧✐s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦r❡

❝♦♠♣❧❡① ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❍◗■❋❈ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡r❡✲

❢♦r❡✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t✐❡s✳ ■ ✉s❡ ●r❛♥❣❡r ❛♥❞ ❏❡♦♥✬s ✭✷✵✵✹✮ ❵t❤✐❝❦✬ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤

r❡❧✐❡s ♦♥ tr✐♠♠❡❞ ♠❡❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞❧② tr❛✐♥❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s st❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❍◗■❋❈ ♠❡❛s✉r❡✱ ■ ❛❧s♦ ✉s❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ✭❙❙❊✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❘✲sq✉❛r❡❞✮✳

✹✳✺ ❱❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st✐♥❣

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ■ ♣❡r❢♦r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st✐♥❣ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥❧②

r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥✲

❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ♣❡r✐♦❞✐❝

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ■ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s

♦♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜t♥❡ss ❛s ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢❡♥❡s ❛♥❞ ❩❛♣r❛♥✐s

✭✶✾✾✾✮✳ ■ ✉s❡ t❤❡ ❍◗■❋❈ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧✲✜t♥❡ss s❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛✲

t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡

❍◗■❋❈✳ ■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❍◗■❋❈ s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤

r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❜♦♦tstr❛♣✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❡st✲

✐♥❣ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❍✵✿ ❍◗■❋❈✭xi✮

❂ ❍◗■❋❈ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❍❆✿ ❍◗■❋❈✭xi✮ ❁ ❍◗■❋❈ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛

✶✸



t✲t❡st✳

✹✳✻ ❖✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ t❡st✐♥❣

■ ❛♣♣❧② t❤❡ ✵✳✻✸✷ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❢r♦♥ ✭✶✾✼✾✱ ✶✾✽✸✮✳✶✶ ■ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ê2 ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞

✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

f ✱ ❛s

ê2 =
1

n

n
∑

i=1

(

yi − f
(

xi, b̂
))2

✭✶✷✮

✇❤❡r❡ yi ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡✱ f (·) ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ yi ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt❡❞

r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs b̂ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s xi ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣t❤

n ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤❡ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❞r❛✇✐♥❣ n

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣t❤ n ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣

t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡t Q✳ ■ ✉s❡ Q t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs b̂✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ Q ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs

✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✐❝❦❡❞✳ ❯♥s❡❧❡❝t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲

s❛♠♣❧❡ t❡st ❞❛t❛s❡t✳ ■ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ê(0) ❢♦r t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ m ❜♦♦tstr❛♣ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

ê(0) =
1

m

m
∑

j=1

1

# (i /∈ Q)

∑

i/∈Q

(

yi − f
(

xi, b̂(Q)

))2

✭✶✸✮

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✵✳✻✸✷ ❜♦♦tstr❛♣ ❡rr♦r✱ ■ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s

❛❞❥✉st♠❡♥t✱

ω̂(0.632) = 0.632
(

ê(0) − ê2
)

✭✶✹✮

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ê(0.632)✱

ê(0.632) = ê2 + ω̂(0.632) ✭✶✺✮

♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱

ê(0.632) = 0.368
(

ê2
)

+ 0.632
(

ê(0)
)

✭✶✻✮

✶✹



❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ✵✳✻✸✷ ❛♥❞ ✵✳✸✻✽ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ (1− 1/n) ♥♦t ❜❡✐♥❣ ♣✐❝❦❡❞ ❢♦r t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✐♥

t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t ❛❢t❡r n ❞r❛✇s ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

(

1−
1

n

)n

≈ e−1
≈ 0.368 ✭✶✼✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✼✮ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✸✳✷✪ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥❞

✉♣ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ❛♥② ♦♥❡ ❜♦♦tstr❛♣ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱

t❤❡ ✵✳✻✸✷ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■

❝❛♥♥♦t t❡st ✐❢ êτ(0.632)❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ τ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ êυ(0.632) ♦❢ ♠♦❞❡❧

υ✳

■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✵✳✻✸✷ ❜♦♦tstr❛♣ r❛t✐♦ ✭❇❘✮ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❵t❤✐❝❦✬ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❡rr♦rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ❇❘

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❵t❤✐❝❦✬ ♠♦❞❡❧s ♦✈❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❘ ♠❡❛s✉r❡✱ ■ ✉s❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭❙❙❊✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✱ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞

❡rr♦r ✭❘▼❙◗✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭▼❆❊✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

✭❘✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡① ❛♥t❡ ❛♥❞ ❡① ♣♦st ✈❛❧✉❡s✳

■ ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❡♣✳ ❚❤❡ ✜tt❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡① ❛♥t❡ r❡t✉r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ♠♦❞❡❧

✐♥ ❊q✳ ✭✹✮✳

✺ ❋✐♥❞✐♥❣s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs ✇✐t❤ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡

r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ t❤❛♥ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥❡✉✲

r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❛❝r♦ss

✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ t❡sts ✉s✐♥❣ ✸✱✾✷✻ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ❯❙

✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶✾✽✾ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r

✷✵✵✽✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s

r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✳ ❍✐❣❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ♦❜✲

✶✺



s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇ ✈❡♥t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❡①tr❡♠❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ r✐s❦

❛♥❞ r❡t✉r♥✳

✺✳✶ ■♥✲s❛♠♣❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❛t

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❬ ❚❛❜❧❡ ✺ ❪

❚❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❈❛s❝❛❞❡✮ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥

t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✭▼▲P✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭▲✐♥✲

❡❛r✮✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♥❡st ❜♦t❤

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❛❝r♦ss ❛❧❧

✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❆✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❇✮✳ ❚❤❡ ❍❛♥♥♥❛♥✲◗✉✐♥♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❍◗■❋❈✮✱ t❤❡ s✉♠

♦❢ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❙❙❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❘✲sq✉❛r❡❞✮ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❘✲sq✉❛r❡❞ r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❙❡♣♣ä ❛♥❞ ▲❛❛♠❛♥❡♥ ✭✷✵✵✶✮✳✶✷ ❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t

t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✛❡r ♣r✐❝❡ ✭❍❛♥❧❡②✱ ✶✾✾✸✮ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛❝❝✉r❛❝② ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❇✮

✇✐t❤ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❆✮✳

❇♦t❤ t❤❡ ▲❡❡✲❲❤✐t❡✲●r❛♥❣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ t❡st ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ▲❡❡✲❲❤✐t❡✲

●r❛♥❣❡r t❡st ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s

♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ P❛♥❡❧ ❆✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❥❡❝t ❧✐♥❡❛r✐t② ♦✉tr✐❣❤t✱

✇❤✐❧❡ ✐♥ P❛♥❡❧ ❇✱ ✸✵✷ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✲

✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ t❡st r❡❥❡❝ts

♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t r❡✢❡❝ts t❤❡

❛❝t✉❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦❢✲

❢❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢

✜r♠s ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳

✶✻



❚❛❜❧❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ r✐s❦✲

♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❆❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶✵✪

❧❡✈❡❧✳ ❋♦r t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥

t❡sts s❤♦✇ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡

❢❡✇❡r ♣r❡❞✐❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡

♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳

❬ ❚❛❜❧❡ ✻ ❪

❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s✱ ❜② ❛♥❞ ❧❛r❣❡✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✲

t❛♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❡♣ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡① ❛♥t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ t❤❡ ❡①

❛♥t❡ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡✳

❖♥❧② r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s st❛t❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥✈♦❧✈❡s t❡st✐♥❣

t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇r♦♥❣❧② ❡♥t❡r✐♥❣

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

❊❛r❧②✲st❛❣❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣❧✐❡❞ r✐s❦ t❤❛♥ ✜r♠s ❛t ❤✐❣❤❡r st❛❣❡s

♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ▼♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✲

✈❡st♦rs✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r r✐s❦✳ ❚❤❡ r✐s❦ r❡❞✉❝❡s

❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ P♦s✐✲

t✐✈❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❞

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✛❡r ♣r✐❝❡ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❍✐❣❤❡r ♦✛❡r ♣r✐❝❡s

❛❧s♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛r❦❡t r❡t✉r♥ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t r❡t✉r♥ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥t❤

♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■P❖ r❡t✉r♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡s

✶✼



❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ s✉❝❝❡ss

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ✐♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡

❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s r❡✈❡rs❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

♦✈❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✭❱■❋✮ ❞♦ ♥♦t

r❛✐s❡ ❛♥② ❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦❧❧✐♥❡❛r✐t②✳

✺✳✷ ❖✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ t❡sts ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s✉❝✲

❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✱ t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r✐s❦✳

❬ ❚❛❜❧❡ ✼ ❪

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡

❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❘✮ s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ✜t ❢♦r t❤❡ r✐s❦✲

❛❞❥✉st❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✲

✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❢❛✈♦✉r t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈❛s❝❛❞❡✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞✲

❡❧s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s

♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❘✮

✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭✐♥ P❛♥❡❧ ❆✮✱ t❤❡ ✵✳✻✸✷ ❜♦♦tstr❛♣ r❛t✐♦ ✭❇❘✮ ✐♥

t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭✐♥ P❛♥❡❧ ❇✮✳

❚❛❜❧❡ ✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✉♣✲

♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r❡t✉r♥✳

❬ ❚❛❜❧❡ ✽ ❪

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✉♣✲

♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡① ❛♥t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡① ♣♦st ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧

✶✽



❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✭▼▲P✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉✲

r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈❛s❝❛❞❡✮ ✐♥ P❛♥❡❧ ❇✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈❛s❝❛❞❡✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡✐r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞✲

❡❧s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ♦♥❧② t✇♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥s t♦ t❤❡ r✉❧❡✳ ■♥ P❛♥❡❧ ❆✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭▼❆❊✮ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛s❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ▼▲P ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡

❧♦✇❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ t❤❛♥ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡s

♦❢ r❡t✉r♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❈❛s❝❛❞❡

♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♥❡st ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠✳

❚❤❡② ❛❧s♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦

♠♦❞❡❧ t❤❡♠ ❛ ♣r✐♦r✐✳

✻ ❊①t❡♥s✐♦♥s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s st✉❞②✳ ▼② s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲

❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✶✾✼✾✮ ✐s ❝r✉❞❡✳ ▼♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇❤❡♥

✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜✲

♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❞✐✛❡r ❛♥❞ ♥❡✇ ✈❡♥t✉r❡ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧

♣❛tt❡r♥ ✐♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s t♦ ❢✉♥❞ ❦❡② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡s✳

▼♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r✐s❦✲r❡t✉r♥

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❞♦ ♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❵t❤✐❝❦✬ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦

♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦r ✐♥❞❡❡❞ s✉♣❡r✐♦r t♦ ♦t❤❡r

❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r s❡✳ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦r ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡✳ ▼② ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤✐❝❤ ♥❡st ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲

r❡t✉r♥ ♣r♦✜❧❡ ❛t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉✲

t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ tr② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

♣♦ss✐❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡sts ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s

✶✾



❛r❡ ♦✈❡rs♣❡❝✐✜❡❞✳ P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❵t❤✐❝❦✬ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s

♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r❡❝❛sts✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ t❤❛♥❦ ❈ ❏ ❆❞❝♦❝❦ ✭t❤❡ ❡❞✐t♦r✮✱ t✇♦ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡s✱ ❍✉❛✐♥❛♥ ❩❤❛♦ ❛♥❞
▲②♥❞❛ ❚❛②❧♦r ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❏❛② ❘✐tt❡r ❢♦r ♠❛❦✲
✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s ♦♥ ❤✐s ✇❡❜ s✐t❡
❬❤tt♣✿✴✴❜❡❛r✳✇❛rr✐♥❣t♦♥✳✉✢✳❡❞✉✴r✐tt❡r✴✐♣♦❞❛t❛✳❤t♠❪✳ ❚❤❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦♠♠✐tt❡❡
◆❡✇ ▲❡❝t✉r❡rs✬ ❋✉♥❞ ✭◆▲❋✸✹✼✾✮ ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❇✉s✐♥❡ss ❙❝❤♦♦❧ ❛♥❞
❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ❤❛s s✉♣♣♦rt❡❞ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❆❞♠❛t✐✱ ❆♥❛t ❘✳✱ ❛♥❞ P❛✉❧ P✢❡✐❞❡r❡r✱ ✶✾✾✹✱ ❘♦❜✉st ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐sts✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✹✾✱ ✸✼✶✲✹✵✷✳

✷✳ ❆❧❋✉❤❛✐❞✱ ❆✳ ❙✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ❊❧✲❙❛②❡❞✱ ✶✾✾✼✱ ❈❛s❝❛❞❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ❢♦r s❤♦rt✲t❡r♠ ❧♦❛❞✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P♦✇❡r ❙②st❡♠s ✶✷✱
✶✺✷✹✳

✸✳ ❇✐❧❧✐♦✱ ▼♦♥✐❝❛✱ ❉♦♠❡♥✐❝♦ ❙❛rt♦r❡✱ ❛♥❞ ❈❛r❧♦ ❚♦✛❛♥♦✱ ✷✵✵✵✱ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
❢♦r❡❝❛sts✿ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✻✱ ✶✷✻✲✶✹✺✳

✹✳ ❇r♦❝❦✱ ❲✐❧✐❛♠✱ ❏♦s❡❢ ▲❛❦♦♥✐s❤♦❦✱ ❛♥❞ ❇❧❛❦❡ ▲❡❇❛r♦♥✱ ✶✾✾✷✱ ❙✐♠♣❧❡ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ tr❛❞✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ st♦❝❦ r❡t✉r♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✹✼✱ ✶✼✸✶✲✶✼✻✹✳

✺✳ ❈❛s❛♠❛tt❛✱ ❈❛t❤❡r✐♥❡✱ ❛♥❞ ❈❛r♦❧❡ ❍❛r✐t❝❤❛❜❛❧❡t✱ ✷✵✵✼✱ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡✱ s❝r❡❡♥✲
✐♥❣ ❛♥❞ s②♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧
■♥t❡r♠❡❞✐❛t✐♦♥ ✶✻✱ ✸✻✽✲✸✾✽✳
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✐♥ ❥❛♣❛♥❡s❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❆s✐❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛♣❡rs ✸✱ ✹✾✲✼✵✳

✸✶✳ ❘❡❢❡♥❡s✱ ❆✳✲P✳ ◆✳✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❩❛♣r❛♥✐s✱ ✶✾✾✾✱ ◆❡✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛❞❡q✉❛❝②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✶✽✱ ✷✾✾✲✸✷✷✳

✸✷✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ❋✳✱ ✶✾✻✶✱ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ◆❡✉r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉✳❈✳✱
❙♣❛rt❛♥ Pr❡ss

✸✸✳ ❘✉❤♥❦❛✱ ❏♦❤♥ ❈✳✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❊✳ ❨♦✉♥❣✱ ✶✾✽✼✱ ❆ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❢♦r ♥❡✇ ✈❡♥t✉r❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❱❡♥t✉r✐♥❣
✷✱ ✶✻✼✲✶✽✹✳

✸✹✳ ❘✉❤♥❦❛✱ ❏♦❤♥ ❈✳✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❊✳ ❨♦✉♥❣✱ ✶✾✾✶✱ ❙♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❜♦✉t r✐s❦
✐♥ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st✐♥❣✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❱❡♥t✉r✐♥❣ ✻✱ ✶✶✺✲✶✸✸✳

✸✺✳ ❘✉♠❡❧❤❛rt✱ ❉✳❊✳✱ ●✳❊✳ ❍✐♥t♦♥✱ ❛♥❞ ❘✳❏✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✶✾✽✻✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜② ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❉✳❊✳ ❘✉♠❡❧❤❛rt ❛♥❞ ❏✳▲✳ ▼❝❈❧❡❧✲
❧❛♥❞✱ ❊❞s✳✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❉❛t❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✶✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ❚❤❡ ▼✳■✳❚✳
Pr❡ss✱ ♣♣✳ ✸✶✽✕✸✻✷✳

✸✻✳ ❙❛❤❧♠❛♥✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❆✳✱ ✶✾✾✸✱ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✐♥ ✈❡♥t✉r❡
❝❛♣✐t❛❧✱ ✐♥ ❉♦♥❛❧❞ ❍✳ ❈❤❡✇✱ ❡❞✳✿ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜♥❛♥❝❡✿ ❲❤❡r❡ t❤❡♦r②
♠❡❡ts ♣r❛❝t✐❝❡ ✭▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✮✳

✸✼✳ ❙❡♣♣ä✱ ❚✉✉❦❦❛ ❏✳✱ ❛♥❞ ❚♦♠✐ ▲❛❛♠❛♥❡♥✱ ✷✵✵✶✱ ❱❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥✈❡st♠❡♥ts✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘✫❉ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✸✶✱ ✷✶✺✲✷✸✵✳

✷✷



✸✽✳ ❲❡t③❡❧✱ ❲✳ ❊✳✱ ✶✾✽✶✱ ■♥❢♦r♠❛❧ r✐s❦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ♥❡✇ ❡♥❣❧❛♥❞✱ ✐♥ ❑✳ ❍✳ ❱❡s✲
♣❡r✱ ❡❞✳✿ ❋r♦♥t✐❡rs ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ r❡s❡❛❡r❝❤ ✭❇❛❜s♦♥ ❈♦❧❧❡❣❡✱ ❲❡❧❧❡s❧❡②✱
▼❆✮✳

✸✾✳ ❲❤✐t❡✱ ❍❛❧❜❡rt✱ ✶✾✽✵✱ ❆ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t t❡st ❢♦r ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✹✽✱ ✽✶✼✲
✽✸✽✳

✹✵✳ ❨✉♥❣✱ ❈❤r✐s✱ ●ö♥ü❧ ➬♦❧❛❦✱ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❲❡✐✱ ✷✵✵✽✱ ❈②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♣♦ ♠❛r❦❡t✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✽✾✱ ✶✾✷✲✷✵✽✳

✹✶✳ ❩❤❛♥❣✱ ●✉♦q✐❛♥❣✱ ❇✳ ❊❞❞② P❛t✉✇♦✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❨✳ ❍✉✱ ✶✾✾✽✱ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣
✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✶✹✱ ✸✺✲✻✷✳

✷✸



◆♦t❡s

✶❙❛❤❧♠❛♥ ✭✶✾✾✸✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤r❡❡ ♦♣t✐♦♥s ❢♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜r♠s✿ t❤❡ ♦♣t✐♦♥
t♦ r❡✲✈❛❧✉❡ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ✐♥❥❡❝t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♦♥
t♦ ❛❜❛♥❞♦♥ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

✷❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ✐♥ ❘✉❤♥❦❛ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✭✶✾✽✼✱
✶✾✾✶✮ ❛r❡✿ ✺✹✳✽✪ ❢♦r ❡❛r❧② st❛❣❡✱ ✹✷✳✷✪ ❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❛❣❡✱ ✸✺✳✵✪ ❢♦r ❧❛t❡r
st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳

✸❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙❛② t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❝❛s❤ ✢♦✇ ♣❛②♦✉ts ♦❢ ❛ ✜r♠ ❛r❡ ✩✶ ♦r ✩✵ ❛❢t❡r ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❆ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡s❡ ❝❛s❤ ✢♦✇ ♣❛②♦✉ts ❛r❡ r✐s❦②✳ ■❢ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ✐s ✷✵✪
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ✐s (0.5× $1 + 0.5× $0) × e−0.2×1 = $0.41✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥t ❞♦❧❧❛rs✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✩✵✳✹✶ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛②♦✉ts✱ ❜✉t r✐s❦✲❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛②♦✉t ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ ❞✐s❝♦✉♥t ❛t t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡ r✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ ✐s ✷✳✺✪✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✩✵✳✹✶ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✐♥ (p× $1 + (1− p)× $0) × e−0.025×1 = $0.41
✇❤✐❝❤ ✐s ✹✷✪✳

✹❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍♦r♥✐❝❦✱ ❙t✐♥❝❤❝♦♠❜❡✱ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r
✭✶✾✾✾✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❩❤❛♥❣✱ P❛t✉✇♦✱ ❛♥❞ ❍✉
✭✶✾✾✽✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳

✺❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇✐❧❧✐♦✱ ❙❛rt♦r❡ ❛♥❞ ❚♦✛❛♥♦ ✭✷✵✵✵✮✱ ❉✉♥✐s✱ ▲❛✇s ❛♥❞ ❊✈❛♥s
✭✷✵✵✽✮✱ ❛♥❞ ❋r❛♥s❡s ❛♥❞ ✈❛♥ ❉✐❥❦ ✭✷✵✵✵✮ ❢♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

✻❚❤❡✐r s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✺✾✼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✹✷✶ ❛r❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧
✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛♥❞ ✶✼✻ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡
s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ♦♥❧② ❝♦✈❡rs ✶✾✾✽ ❛♥❞ ✶✾✾✾✳

✼❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✐♥❞✉str✐❡s ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✐♥ ❙❡♣♣ä ❛♥❞ ▲❛❛♠❛♥❡♥
✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❝❛st ❞♦✉❜t ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s✳

✽■ t❤❛♥❦ ❏❛✐ ❘✐tt❡r ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❤tt♣✿✴✴❜❡❛r✳
✇❛rr✐♥❣t♦♥✳✉✢✳❡❞✉✴r✐tt❡r✴✐♣♦❞❛t❛✳❤t♠✳

✾❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✜r♠s s❤♦✇ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✶✼✵ ♦✉t ♦❢ ✸✱✾✷✻ ✭✹✳✸✪✮
✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ ✻✵ ♦✉t ♦❢ ✶✱✸✻✵ ✭✹✳✹✪✮ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✲
✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

✶✵❋♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆❧❋✉❤❛✐❞ ❛♥❞ ❊❧✲❙❛②❡❞ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ▼❝✲
◆❡❧✐s ❛♥❞ ❨♦s❤✐♥♦ ✭✷✵✵✹✮✳

✶✶❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊❢r♦♥
❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✶✾✾✸✮ ♦r ❍❛❧❧ ✭✶✾✾✺✮✳ ❙t✉❞✐❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇r♦❝❦✱ ▲❛❦♦♥✐s❤♦❦ ❛♥❞ ▲❡❇❛r♦♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ❑♦s♦✇s❦✐✱ ◆❛✐❦ ❛♥❞ ❚❡♦
✭✷✵✵✼✮✱ ❑♦t❤❛r✐ ❛♥❞ ❙❤❛♥❦❡♥ ✭✶✾✾✼✮✱ ❑♦t❤❛r✐ ❛♥❞ ❲❛r♥❡r ✭✶✾✾✼✮✱ ❡t❝✳

✶✷❚❤❡② r❡♣♦rt ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✷✷ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳
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♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛rs✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸✱✾✷✻ ✈❡♥✲

t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❜❡t✇❡❡♥

❏❛♥✉❛r②✱ ✶✾✽✻ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✷✵✵✽✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❚❤♦♠s♦♥ ❘❡✉t❡rs✬ ❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt

❛♥❞ ◆❡✇ ■ss✉❡s ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❈♦❧✉♠♥ ❬✶❪ r❡♣♦rts t❤❡ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✷❪ ❛♥❞

❬✸❪ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❜② ❝❛❧✲

❡♥❞❛r ②❡❛r✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✹❪ ❛♥❞ ❬✺❪ st❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡❛r❧② st❛❣❡

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✻❪

❛♥❞ ❬✼❪ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❛❣❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✾❪ ❝♦♥✈❡②

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❧❛t❡r st❛❣❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦✲

t❛❧ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r st❛❣❡s ♦❢

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt ❞❛t❛❜❛s❡✳

❈♦❧✉♠♥s ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✶❪ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❜②

❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r✳
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❨❡❛r ◆ ✪ ◆ ✪ ◆ ✪ ◆ ✪ ◆ ✪
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❛♥❞ ❬✸❪ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛❝r♦ss ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str②✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✹❪ ❛♥❞ ❬✺❪ st❛t❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛r❧② st❛❣❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✻❪ ❛♥❞ ❬✼❪ ❧✐st t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❛❣❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✾❪

s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛t❡r st❛❣❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ ❡❛r❧② st❛❣❡✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✐s ❢r♦♠ ❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt✳ ❈♦❧✉♠♥s ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✶❪ r❡♣♦rt t❤❡

♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛❝r♦ss ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str②✳
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■♥❞✉str② ❚♦t❛❧ ❊❛r❧② st❛❣❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ▲❛t❡r st❛❣❡ ■P❖
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❚❛❜❧❡ ✸✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡
r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q ❛r❡ t❤❡ ♣r♦①②
♠❡❛s✉r❡s ❢♦r r✐s❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐♥ t❤❡ ✉♣ ♠♦✈❡♠❡♥t
✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ u ✐s t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r❡t✉r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

p ❚❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥

✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❛s

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✮

q ❚❤❡ ❈♦①✲❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥

✉♣✲♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳ q ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ✜✈❡✲②❡❛r

❚r❡❛s✉r②✲❜✐❧❧ r❛t❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞

r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ ❘✉❤♥❦❛ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✭✶✾✽✼✱ ✶✾✾✶✮ ❢♦r

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡✳

u ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦♥ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

u ✐s t❤❡ ♣♦st✲♠♦♥❡② ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ ❞✐✈✐❞❡❞

❜② t❤❡ ♣♦st✲♠♦♥❡② ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ ❛s

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮✳

rf ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ✜✈❡✲②❡❛r ❚r❡❛s✉r②✲❜✐❧❧ r❛t❡✳

r ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ❢r♦♠

❘✉❤♥❦❛ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✭✶✾✽✼✱ ✶✾✾✶✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

st❛❣❡✿ ✺✹✳✽✪ ❢♦r ❡❛r❧②✲st❛❣❡✱ ✹✷✳✷✪ ❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✸✺✪ ❢♦r ❧❛t❡r

st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

Early ❆ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ✐s ❛t ❛♥ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛t t❤❡ ♣r✐♦r ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞✳ ❊❛r❧②✲st❛❣❡

✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt ❞❛t❛❜❛s❡✳

Rounds ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ♦❢ ❛ ✜r♠ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

Capital ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✭❯❙✩ ♠✐❧❧✐♦♥✮ r❛✐s❡❞ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞✳

T ime ❚❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ②❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

Offer Price ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✭❯❙✩✮ ♣❡r s❤❛r❡✳

Change price ❍❛♥❧❡②✬s ✭✶✾✾✸✮ ♣❛rt✐❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✛❡r ♣r✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❧✐♥❣

♦❢ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦s♣❡❝t✉s✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❚❤♦♠s♦♥

❘❡✉t❡r✬s ◆❡✇ ■ss✉❡s ❞❛t❛❜❛s❡✳

Syndication ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♦rs ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❚❤♦♠s♦♥ ❘❡✉t❡r✬s ❱❡♥t✉r❡❳♣❡rt✳

Marketreturn ❚❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡ ◆❛s❞❛q ✐♥❞❡① ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣

r♦✉♥❞s✳

IPO return ❚❤❡ ❡q✉❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r♣r✐❝✐♥❣ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ♠♦♥t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❏❛② ❘✐tt❡r✬s ✇❡❜ s✐t❡ ❬❛❪✳

Number IPOs ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥t❤ ♦❢ t❤❡

❝✉rr❡♥t ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ❢r♦♠ ❏❛② ❘✐tt❡r✬s ✇❡❜ s✐t❡ ❬❛❪✳

❬❛❪ ❬❤tt♣✿✴✴❜❡❛r✳✇❛rr✐♥❣t♦♥✳✉✢✳❡❞✉✴r✐tt❡r✴✐♣♦❞❛t❛✳❤t♠❪

✷✽



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s
❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r ✸✱✾✷✻ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s
✭P❛♥❡❧ ❆✮ ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❇✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r②✱
✶✾✽✻ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✷✵✵✽✳ ❚❛❜❧❡ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ❯♥✐t ✷✺✪ ▼❡❛♥ ▼❡❞✐❛♥ ✼✺✪

P❛♥❡❧ ❆✿ ❱❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

p ✵✳✷✶✼✶ ✵✳✸✸✸✽ ✵✳✸✷✶✵ ✵✳✹✸✶✻
q ✵✳✷✼✽✼ ✵✳✹✺✵✹ ✵✳✹✷✷✻ ✵✳✺✾✻✹
u ✶✳✺✹✼✵ ✸✳✺✶✵✵ ✷✳✸✹✽✾ ✸✳✾✹✼✸
rf ✪ ✹✳✽✺✷✷ ✺✳✸✻✷✵ ✺✳✺✻✸✽ ✻✳✵✷✻✾
r ✪ ✸✵✳✵✶✵✺ ✸✻✳✹✺✹✼ ✸✺✳✷✵✻✹ ✹✸✳✻✾✻✹
Early ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✷✾✼✹ ✵✳✵✵✵✵ ✶✳✵✵✵✵
Rounds ✶✳✵✵✵✵ ✷✳✺✹✽✺ ✷✳✵✵✵✵ ✸✳✵✵✵✵
Capital ❯❙✩ ♠✐❧❧✐♦♥ ✻✳✸✾✵✵ ✸✷✳✷✽✸✵ ✶✼✳✽✽✵✵ ✹✷✳✺✵✺✵
T ime ❨❡❛rs ✵✳✹✼✶✷ ✶✳✵✷✷✼ ✵✳✽✸✺✻ ✶✳✸✹✷✺
Syndication ✷✳✵✵✵✵ ✹✳✵✵✸✺ ✸✳✵✵✵✵ ✻✳✵✵✵✵
Market return ✪ ✹✳✽✺✸✷ ✶✽✳✵✸✻✻ ✶✻✳✼✹✽✷ ✸✷✳✺✾✷✶
IPO return ✪ ✶✶✳✻✵✵✵ ✸✶✳✸✷✸✸ ✶✽✳✺✵✵✵ ✸✾✳✾✵✵✵
Number IPOs ✷✶✳✵✵✵✵ ✹✵✳✵✷✶✼ ✸✾✳✵✵✵✵ ✺✻✳✵✵✵✵

P❛♥❡❧ ❇✿ ■♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

p ✵✳✶✼✾✷ ✵✳✷✽✼✸ ✵✳✷✼✺✻ ✵✳✸✼✶✶
q ✵✳✷✹✸✺ ✵✳✸✾✹✷ ✵✳✸✺✼✻ ✵✳✺✶✷✼
u ✶✳✾✷✺✶ ✹✳✾✸✺✻ ✷✳✾✼✵✹ ✺✳✵✹✺✹
rf ✪ ✹✳✻✾✾✻ ✺✳✸✷✽✶ ✺✳✺✾✷✾ ✻✳✵✷✻✽
r ✪ ✸✵✳✵✶✵✺ ✸✸✳✻✹✾✾ ✸✺✳✷✵✻✹ ✸✺✳✷✵✻✹
Rounds ✷✳✵✵✵✵ ✸✳✷✼✵✻ ✸✳✵✵✵✵ ✹✳✵✵✵✵
Capital ❯❙✩ ♠✐❧❧✐♦♥ ✸✺✳✽✻✵✵ ✼✶✳✼✵✻✾ ✺✺✳✷✵✵✵ ✾✵✳✵✵✵✵
T ime ❨❡❛rs ✵✳✹✸✽✹ ✶✳✸✹✺✽ ✵✳✾✶✷✸ ✶✳✼✼✽✶
Offer price ❯❙✩ ✶✵✳✵✵✵✵ ✶✸✳✵✸✸✶ ✶✷✳✺✵✵✵ ✶✻✳✵✵✵✵
Change price ✪ ✕✶✶✳✶✶✶✶ ✺✳✽✶✼✽ ✺✳✻✸✹✾ ✷✵✳✵✵✵✵
Syndication ✷✳✵✵✵✵ ✹✳✺✵✼✾ ✹✳✵✵✵✵ ✻✳✵✵✵✵
Market return ✪ ✺✳✵✵✶✺ ✷✵✳✵✸✺✼ ✶✼✳✻✵✼✻ ✸✺✳✻✸✵✼
IPO return ✪ ✶✶✳✾✹✵✵ ✸✷✳✷✻✺✽ ✶✽✳✼✵✵✵ ✹✶✳✹✵✵✵
Number IPOs ✷✳✵✵✵✵ ✹✳✺✵✼✾ ✹✳✵✵✵✵ ✻✳✵✵✵✵

✷✾



❚❛❜❧❡ ✺✿ ■♥✲s❛♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✸✱✾✷✻ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❆✮ ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝
♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❇✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶✾✽✻ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▲✐♥❡❛r✮ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✮✱ ♠✉❧t✐❧❛②❡r✲♣❡r❝❡♣tr♦♥
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭▼▲P✮ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✽✮✱ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈❛s❝❛❞❡✮ ❢r♦♠
❊q✳ ✭✶✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ✭❏❇✮ t❡st ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐t②
♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ ▲❡❡✲❲❤✐t❡✲●r❛♥❣❡r ✭▲❲●✮ t❡st ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡ ❍❛♥♥❛♥✲◗✉✐♥♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❍◗■❋❈✮✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ✭❙❙❊✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r
✭▼❙❊✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❘✲sq✉❛r❡❞✮✳

▲✐♥❡❛r ▼▲P ❈❛s❝❛❞❡

P❛♥❡❧ ❆✿ ❱❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

❏❇ ❬❛❪ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

▲❲● ❬❜❪ ✶✵✵✵ ✖ ✖

❍◗■❋❈ ✕✸✳✾✹✷✺ ✕✸✳✾✾✵✾ ✕✸✳✾✾✷✷

❙❙❊ ✻✻✳✻✾✼✷ ✻✷✳✷✸✸✻ ✻✵✳✸✹✼✶

▼❙❊ ✵✳✵✶✾✸ ✵✳✵✶✽✶ ✵✳✵✶✽✵

❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✷✵✵✼ ✵✳✷✺✹✺ ✵✳✷✼✻✽

P❛♥❡❧ ❇✿ ■♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

❏❇ ❬❛❪ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

▲❲● ❬❜❪ ✸✵✷ ✖ ✖

❍◗■❋❈ ✕✹✳✵✼✷✵ ✕✹✳✵✻✹✺ ✕✹✳✵✼✸✵

❙❙❊ ✷✶✳✷✵✾✼ ✷✶✳✸✺✹✹ ✷✵✳✾✽✶✸

▼❙❊ ✵✳✵✶✻✾ ✵✳✵✶✻✾ ✵✳✵✶✻✽

❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✶✾✸✻ ✵✳✶✽✽✶ ✵✳✷✵✷✼

❬❛❪ ❉❡♥♦t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡✳

❬❜❪ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s ❢♦r ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦✉t ♦❢ ✶✵✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸✵



❚❛❜❧❡ ✻✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st✐♥❣
❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸✱✾✷✻ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧
✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❆✮ ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧
❇✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶✾✽✻ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▲✐♥❡❛r✮ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✮✱ ♠✉❧t✐❧❛②❡r✲♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭▼▲P✮ ❢r♦♠
❊q✳ ✭✽✮✱ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈❛s❝❛❞❡✮ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✶✮✳

▲✐♥❡❛r ▼▲P ❈❛s❝❛❞❡

P❛♥❡❧ ❆✿ ❱❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

t✲st❛t✐st✐❝ ❬❛❪ t✲st❛t✐st✐❝ ❬❜❪ t✲st❛t✐st✐❝ ❬❜❪

❊❛r❧② ✕✶✵✳✼✵✶✼✯✯✯ ✕✶✷✾✳✻✾✸✸✯✯✯ ✕✼✼✳✸✹✽✺✯✯✯
❘♦✉♥❞s ✽✳✼✸✶✸✯✯✯ ✕✽✽✳✷✺✽✺✯✯✯ ✕✻✼✳✷✼✼✸✯✯✯
❈❛♣✐t❛❧ ✕✷✵✳✵✹✾✻✯✯✯ ✕✺✽✼✳✺✻✻✻✯✯✯ ✕✺✵✸✳✾✼✶✹✯✯✯
❚✐♠❡ ✶✳✵✸✻✸ ✕✷✳✶✽✾✵✯✯ ✕✻✳✵✹✽✼✯✯✯
❙②♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✶✳✵✽✶✶ ✕✷✺✳✵✺✵✾✯✯✯ ✕✾✳✻✾✷✹✯✯✯
▼❛r❦❡t r❡t✉r♥ ✕✹✳✹✷✽✽✯✯✯ ✕✹✻✳✷✷✽✾✯✯✯ ✕✹✳✹✺✷✶✯✯✯
■P❖ r❡t✉r♥ ✕✸✳✵✶✵✵✯✯✯ ✖ ✖

◆✉♠❜❡r ■P❖s ✕✻✳✵✶✷✾✯✯✯ ✕✸✺✳✾✼✹✵✯✯✯ ✕✶✸✳✽✽✹✼✯✯✯
P❛♥❡❧ ❇✿ ■♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s

t✲st❛t✐st✐❝ ❬❛❪ t✲st❛t✐st✐❝ ❬❜❪ t✲st❛t✐st✐❝ ❬❜❪

❘♦✉♥❞s ✺✳✺✵✺✽✯✯✯ ✕✶✶✷✳✹✾✼✺✯✯✯ ✕✺✸✳✹✼✹✺✯✯✯
❈❛♣✐t❛❧ ✕✵✳✽✸✸✾ ✖ ✖

❚✐♠❡ ✵✳✷✾✹✷ ✶✸✳✽✽✺✽ ✕✷✽✳✺✽✽✽✯✯✯
❙②♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✵✳✵✷✾✻ ✖ ✖

❖✛❡r ♣r✐❝❡ ✕✸✳✵✻✼✺✯✯✯ ✕✼✺✳✷✶✻✼✯✯✯ ✕✹✾✳✵✾✶✽✯✯✯
❈❤❛♥❣❡ ♣r✐❝❡ ✕✻✳✷✾✹✸✯✯✯ ✕✽✶✳✻✼✻✹✯✯✯ ✕✻✶✳✽✷✾✾✯✯✯
▼❛r❦❡t r❡t✉r♥ ✕✺✳✶✻✼✻✯✯✯ ✕✶✶✵✳✾✺✹✽✯✯✯ ✕✺✽✳✹✺✶✼✯✯✯
■P❖ r❡t✉r♥ ✶✳✾✹✼✾✯✯ ✖ ✖

◆✉♠❜❡r ■P❖s ✕✵✳✵✺✷✵ ✖ ✖

❬❛❪ t✲st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ∂y/∂xi✳ ❚❤❡ t✲st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❲❤✐t❡✬s ✭✶✾✽✵✮ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ❝♦♥s✐st❡♥t
❡rr♦rs ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞✳
❬❜❪ ❚❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍✵✿
❍◗■❋❈✭xi✮ ❂ ❍◗■❋❈ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❍❆✿ ❍◗■❋❈✭xi✮ ❁ ❍◗■❋❈ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s
❛ t✲t❡st✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲t❛✐❧❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❛❧②s✐s✳

✯✯✯✱ ✯✯ ❞❡♥♦t❡s ✶✪ ❛♥❞ ✺✪ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✶



❚❛❜❧❡ ✼✿ ❖✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ t❡sts ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r✐s❦
❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p
❛♥❞ t❤❡ r✐s❦✲❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q ❛r❡ t❤❡ ♣r♦①② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r r✐s❦ ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✸✱✾✷✻ ✈❡♥t✉r❡
❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s ✭P❛♥❡❧ ❆✮ ❛♥❞ ✶✱✸✻✵ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ♦✛❡r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐♥❣ r♦✉♥❞s
✭P❛♥❡❧ ❇✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶✾✽✻ ❛♥❞ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▲✐♥❡❛r✮ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✮✱ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭▼▲P✮
❢r♦♠ ❊q✳ ✭✽✮✱ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈❛s❝❛❞❡✮ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✶✮✳ ❇❘ ✐s t❤❡ r❛t✐♦
♦❢ t❤❡ ✵✳✻✸✷ ❜♦♦tstr❛♣ ✭❊q✳ ✶✻✮ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
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