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❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ♦t❤❡r ❉▼❯ ✐❢ ✐t ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ♦✉t♣✉ts✱ ♦r ❛ ❧❡ss❡r

❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t♣✉ts✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉▼❯s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ s❡ts ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❧② ❣❛✉❣❡s

t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ✭✐✳❡✳✱ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❧② ❣❛✉❣❡s t❤❡

s❝♦r❡s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ✭✐✳❡✳✱ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✮✳

❆s ❢♦r t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ s❡✈❡r❛❧ ❉❊❆ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞

t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❉❊❆ ♠♦❞❡❧ ❬✹❪✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❉▼❯ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

s❝♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❉▼❯

❬✶✻❪ ✭❦♥♦✇♥ ❛s r❛❞✐❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡✮✳ ❇❛♥❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥♣✉t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❉▼❯ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ s❡♣❛r❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞

✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉t

s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✲

♦r✐❡♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❈❤❛r♥❡s ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛

❉▼❯ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ s❧❛❝❦s ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ♦♥

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♥t✐❡r t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

❛❧❧ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❉▼❯ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ♥♦t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛ ❉▼❯ ♣♦ss❡ss❡s

③❡r♦ s❧❛❝❦s✱ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✭❙❇▼✮✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❧❛❝❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❡①❝❡ss❡s ✐♥ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ s❤♦rt❢❛❧❧s ✐♥ ♦✉t♣✉ts✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐r❡❝t❧② t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ♦❢ ❛ ❉▼❯ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❉▼❯ ✇✐t❤ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ❡q✉❛❧

t♦ ♦♥❡ ✐s str♦♥❣❧② ❡✣❝✐❡♥t ✭❦♥♦✇♥ ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ♥♦♥✲r❛❞✐❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡s✮✳ ❋♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ r❡❛❞❡rs ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✼❪✳

❆s ❢♦r t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡t❡rs❡♥ ❬✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛

r❛❞✐❛❧ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ✇❤✐❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡

s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s t❤❛t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❉❊❆

♠♦❞❡❧s ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛♥ ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛✐♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t

r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✭❈❘❙✮ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✭❱❘❙✮ ✐s ✉s❡❞ ❬✶✼✱ ✻✱ ✶✹❪✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡t❡rs❡♥ ❬✶❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❚♦♥❡

❬✷✶❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲r❛❞✐❛❧ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ✭✐✳❡✳✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t

s❧❛❝❦s ❞✐r❡❝t❧②✮ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉▼❯s ✐s s♠❛❧❧ ❛s

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷



❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t

❉▼❯s✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞ ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡

❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ❛ str♦♥❣❡r P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼

♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪✳

❉✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞✮ ❉❊❆ ♠♦❞❡❧✳ ❯♥❧✐❦❡

t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛❧ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ❉❊❆ ♠♦❞❡❧s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✉♥❞❡r ❱❘❙ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t

s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♣♦st✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❉▼❯s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡

♦✈❡r❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪

❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞✮ ❉❊❆ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦♥❡✲st❛❣❡

♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼✲❜❛s❡❞ ▼❛❧♠q✉✐st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❞❡① ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡

♦✈❡r t✐♠❡ ❬✷✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧✐❦❡ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣♦st✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❉❊❆ ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❇▼ ❛♥❞

s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝②

s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ❬✷✵❪ ❛♥❞ s✉♣❡r ❙❇▼ ❬✷✶❪ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❜② s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡✲

st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♠❛② s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

t✐♠❡ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ ♣♦st✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧

♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✳ ❚❤✐s ♠❛② s❛✈❡ ♠✉❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❉▼❯s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r s✐♠✐❧❛r

♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ③❡r♦ ❝❛s❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡

♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ str❛t❡❣② t♦ s❝❛❧❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ str❛t❡❣② ♠❛② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❉▼❯s✳

❇❡s✐❞❡s t❤❛t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞

❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉▼❯s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ✭✐✮ ❛ ♥♦✈❡❧ ♦♥❡✲st❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❇▼ ❛♥❞ s✉♣❡r

❙❇▼ ♠♦❞❡❧s✱ ✭✐✐✮ ❛ ❞✐r❡❝t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s

✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣♦st✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✭✐✐✐✮ ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥t❡❣r❛t❡❞

♠♦❞❡❧✱ ✭✐✈✮ ❛ s❝❛❧✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ③❡r♦ ❝❛s❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭✈✮ ❛ ❧❛r❣❡✲s✐③❡ ❝❛s❡ st✉❞② t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❬✷✵❪ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❬✷✶❪✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❛♥ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ t✇♦✲st❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✈s✳ t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✹



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❉❊❆✳

P❛♣❡r
❊✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡

❆❞❞✐t✐✈❡ ❉❊❆
❙t❛❣❡s ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❘❛❞✐❛❧ ◆♦♥✲r❛❞✐❛❧ ❊✣❝✐❡♥❝② ❙✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ❚✇♦✲st❛❣❡ ❖♥❡✲st❛❣❡
❈❤❛r♥❡s ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ① ①
❇❛♥❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ① ①
❈❤❛r♥❡s ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ① ① ①
❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡t❡rs❡♥ ❬✶❪ ① ① ①
❚♦♥❡ ❬✷✵❪ ① ①
❚♦♥❡ ❬✷✶❪ ① ①
❉✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ① ① ①
❋❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ① ① ① ①
●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ① ① ① ① ①

✺



♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞

♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷ ❙❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❙✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝②

❚❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚♦♥❡ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪ ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦✉r ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✶ ❙❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ n ❉▼❯s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❤❛s m ✐♥♣✉ts ❛♥❞ s ♦✉t♣✉ts✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

it❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ rt❤ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❉▼❯j ❜② xij (i = 1, ..,m; j = 1, .., n) ❛♥❞ yrj (r = 1, .., s; j = 1, .., n)✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❉▼❯k ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞

❜②

❬❙❇▼❪✿

min ρk =

1−
1

m

m
∑

i=1

s−i
xik

1 +
1

s

s
∑

r=1

s+r
yrk

, ✭✶✮

s✳t✳✿ xik =

n
∑

j=1

xijλj + s−i , i = 1, ..,m, ✭✷✮

yrk =
n
∑

j=1

yrjλj − s+r , r = 1, .., s, ✭✸✮

λj ≥ 0, j = 1, .., n, ✭✹✮

s−i ≥ 0, i = 1, ..,m, ✭✺✮

s+r ≥ 0, r = 1, .., s, ✭✻✮

✇❤❡r❡ s−i (i = 1, ..,m) ❛♥❞ s+r (r = 1, .., s) ❛r❡ s❧❛❝❦s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥♣✉t ❡①❝❡ss ❛♥❞ ♦✉t♣✉t s❤♦rt❢❛❧❧✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②❀ ❛♥❞ λ ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡❝t♦r✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ xij > 0 ❛♥❞ yrj > 0

(i = 1, ..,m; r = 1, .., s; j = 1, .., n)✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧

t♦ ✶✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ρ∗k < 1 ❢♦r t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛♥❞ ρ∗k = 1 ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼

♠♦❞❡❧✳

✷✳✷ ❙❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝②

❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ✭✐✳❡✳✱ ρ∗ = 1✮✱ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❚♦♥❡ ❬✷✶❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s✳ ❋♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯k✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐ts s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡✳

✻



❬❙✉♣❙❇▼❪✿

min δk =

1

m

m
∑

i=1

x̃i

xik

1

s

s
∑

r=1

ỹr

yrk

, ✭✼✮

s✳t✳✿ x̃i ≥
n
∑

j=1,j 6=k

xijλj , i = 1, ..,m, ✭✽✮

ỹr ≤

n
∑

j=1,j 6=k

yrjλj , r = 1, .., s, ✭✾✮

x̃i ≥ xik, i = 1, ..,m, ✭✶✵✮

0 ≤ ỹr ≤ yrk, r = 1, .., s, ✭✶✶✮

λj ≥ 0, j = 1, .., n, j 6= k, ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ x̃i (i = 1, ..,m) ❛♥❞ ỹr (r = 1, .., s) ❛r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②❀ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡

❛s ❚♦♥❡ ❬✷✶❪✱ ❜✉t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ ♦✉r ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♥❡①t

s❡❝t✐♦♥✳

❆s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ♣r❡✲✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡✐r s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s

δ∗k > 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❉▼❯s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ s❝♦r❡s ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s

✭✐✳❡✳✱ δ∗k = 1✮✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ✭♦r ❜❛❝❦✇❛r❞✮ t✇♦✲st❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✳

✸ ❆♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♣❡r ❙❇▼ ▼♦❞❡❧

❙✐♥❝❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐♥❤❡r✐ts

t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❖✉r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡

t❤✉s ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐ss✉❡s✱ ❜✉t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❤♦✇

t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✸✳✶ ❆♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣✲

❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❬✷✵❪ ❛♥❞

t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❬✷✶❪✳ ❆❢t❡r ❧✐♥❡❛r✐s✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❛♥② ❉▼❯k✱ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ♦r s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡

❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②

✼



❬❖♥❡❙✉♣❙❇▼❪✿

min θk = α
1

m

m
∑

i=1

x̃i

xik

+ (1− α)

(

t1 −
1

m

m
∑

i=1

s−i
xik

)

, ✭✶✸✮

s✳t✳✿
1

m

m
∑

i=1

x̃i

xik

− 1 ≤ αM, ✭✶✹✮

α ∈ {0; 1}, ✭✶✺✮

1 = t1 +
1

s

s
∑

r=1

s+r
yrk

, ✭✶✻✮

t1xik =
n
∑

j=1

xijλ1j + s−i , i = 1, ..,m, ✭✶✼✮

t1yrk =

n
∑

j=1

yrjλ1j − s+r , r = 1, .., s, ✭✶✽✮

λ1j ≥ 0 (j = 1, .., n), s−i ≥ 0 (i = 1, ..,m), s+r ≥ 0 (r = 1, .., s), t1 > 0, ✭✶✾✮

1 =
1

s

s
∑

r=1

ỹr

yrk
, ✭✷✵✮

x̃i ≥

n
∑

j=1,j 6=k

λ2jxij , i = 1, ..,m, ✭✷✶✮

ỹr ≤

n
∑

j=1,j 6=k

λ2jyrj , r = 1, .., s, ✭✷✷✮

x̃i ≥ t2xik, i = 1, ..,m, ✭✷✸✮

0 ≤ ỹr ≤ t2yrk, r = 1, .., s, ✭✷✹✮

λ2j ≥ 0 (j = 1, .., n), t2 > 0, ✭✷✺✮

✇❤❡r❡ M ✐s ❛ ❜✐❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r❀ λ1j ❛♥❞ λ2j (j = 1, .., n) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❙❇▼

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❛♥❞ t1 ❛♥❞ t2 ❛r❡ t✇♦ ❛✉①✐❧✐❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✸✮ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯ ✭✐✳❡✳✱ 1

m

∑m

i=1

x̃i

xik

✮ ♦r

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯ ✭✐✳❡✳✱ t1 −
1

m

∑m

i=1

s
−

i

xik

✮✳ ■♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❜✐♥❛r②

✈❛r✐❛❜❧❡ α ∈ {0, 1} t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♦r t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧✳ ■❢

α = 1✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ♦❢ ❉▼❯k✳ ■❢ α = 0✱ t❤❡♥

t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ♦❢ ❉▼❯k✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✹✮✲✭✶✺✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✻✮✲✭✶✾✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢

t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✵✮✲✭✷✺✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✇✐t❝❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r

❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ α✳ ▲❡t θ1k = 1

m

∑m

i=1

x̃i

xik

❛♥❞ θ2k = t1 −
1

m

∑m

i=1

s
−

i

xik

✱ ♥♦t❡ t❤❛t

θ1k ≥ 1 ❛♥❞ θ2k ≤ 1✳

• ❈❛s❡ ✶✿ ✐❢ ❉▼❯k ✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ ♦✉r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ s✇✐t❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳✱

α = 1✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❉✉❡ t♦ ❉▼❯k ✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ❤❛s θ∗
1k > 1 ❛♥❞ θ∗

2k = 1✳ ❙✐♥❝❡

θ∗
1k > 1✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ 1

m

∑m

i=1

x̃i

xik

− 1 > 0✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡s 0 < αM ✳ ❚❤❡♥✱ α = 1 t♦ s❛t✐s❢②

✽



t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s min θk = 1

m

∑m

i=1

x̃i

xik

✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼

♠♦❞❡❧ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✵✮✲✭✷✺✮ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥

♦❜t❛✐♥ ❛s t❤❡ s❛♠❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪✳

• ❈❛s❡ ✷✿ ✐❢ ❉▼❯k ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ♦✉r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ s✇✐t❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳✱ α = 0✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❉✉❡ t♦ ❉▼❯k ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ❤❛s θ∗
1k = 1 ❛♥❞ θ∗

2k < 1✳ ❙✐♥❝❡ θ∗
1k = 1✱ ✐t

❧❡❛❞s t♦ 1

m

∑m

i=1

x̃i

xik

− 1 = 0✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡s 0 ≤ αM ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ α ♠❛② ❜❡ ✵ ♦r ✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦♦s❡s α = 0 t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

✈❛❧✉❡ ✭θ∗
1k = 1 ✈s✳ θ∗

2k < 1✮✳ ❚❤❡♥ ✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s min θk = t1 −
1

m

∑m

i=1

s
−

i

xik

✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✻✮✲✭✶✾✮ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪✳

✸✳✷ ❆ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛

❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❧✐♥❡❛r✐s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✭✐✳❡✳✱ αs−i ✱ αx̃i ❛♥❞ αt1✮ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲❡t ui = αs−i
(

✇❤❡r❡ 0 ≤ s−i ≤ t1xik

)

✱ vi = αx̃i (✇❤❡r❡ x̃i ≥ xik) ❛♥❞ w = αt1 (✇❤❡r❡ 0 < t1 ≤ 1)✱ t❤❡♥

r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❧✐♥❡❛r✐s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✸✮ ❜②

min θk =
1

m

m
∑

i=1

ui

xik

+
1

m

m
∑

i=1

vi

xik

− w + t1 −
1

m

m
∑

i=1

s−i
xik

, ✭✷✻✮

s✳t✳✿ ui ≤ αt1xik, i = 1, ..,m, ✭✷✼✮

ui ≤ s−i , i = 1, ..,m, ✭✷✽✮

ui ≥ s−i − (1− α)t1xik, i = 1, ..,m, ✭✷✾✮

ui ≥ 0, i = 1, ..,m, ✭✸✵✮

xikα ≤ vi ≤ Mα, i = 1, ..,m, ✭✸✶✮

x̃i − (1− α)M ≤ vi ≤ x̃i − (1− α)xik, i = 1, ..,m, ✭✸✷✮

Mα ≤ w ≤ α, ✭✸✸✮

t1 − (1− α) ≤ w ≤ t1 − (1− α)M, ✭✸✹✮

✇❤❡r❡ M ❛♥❞ M ❛r❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❜✐❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✼✮✲✭✸✵✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r✐s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠ αs−i ✱ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✶✮✲✭✸✷✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r✐s❡

t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠ αx̃i✱ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✸✮✲✭✸✹✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r✐s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠ αt1✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✼✮✲✭✸✵✮ ❝❛♥ ❧✐♥❡❛r✐s❡ αs−i ✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡

♦t❤❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳

• ❈❛s❡ ✶✿ ✐❢ α = 0✱ t❤❡♥ αs−i = 0✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✼✮✲✭✸✵✮ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✱

✐✳❡✳✱ ui = 0✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐❢ α = 0✱ t❤❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✼✮✿ ui ≤ 0✳ ❋r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✸✵✮✿ ui ≥ 0✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ ui = 0✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✽✮✲✭✷✾✮ s❛t✐s❢② ✇✐t❤ ui = 0 s✐♥❝❡ 0 ≤ s−i ≤ t1xik✳

• ❈❛s❡ ✷✿ ✐❢ α = 1✱ t❤❡♥ αs−i = s−i ✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✼✮✲✭✸✵✮ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✱

✐✳❡✳✱ ui = s−i ✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐❢ α = 1✱ t❤❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✽✮✿ ui ≤ s−i ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✾✮✿ ui ≥ s−i ❧❡❛❞

t♦ ui = s−i ✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✼✮✿ ui ≤ t1xik ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✸✵✮✿ ui ≥ 0 ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ s✐♥❝❡ 0 ≤ s−i ≤ t1xik✳

✾



◆♦t❡ t❤❛t ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ w = αt1 ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✲

♠✐♥❣ ✭▼■▲P✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s

❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❬❖♥❡❙✉♣❙❇▼✲▲P❪✿

min θk =
1

m

m
∑

i=1

ui

xik

+
1

m

m
∑

i=1

vi

xik

− w + t1 −
1

m

m
∑

i=1

s−i
xik

, ✭✸✺✮

s✳t✳✿
1

m

m
∑

i=1

x̃i

xik

− 1 ≤ αM, ✭✸✻✮

α ∈ {0; 1}, ✭✸✼✮

1 = t1 +
1

s

s
∑

r=1

s+r
yrk

, ✭✸✽✮

t1xik =

n
∑

j=1

xijλ1j + s−i , i = 1, ..,m, ✭✸✾✮

t1yrk =
n
∑

j=1

yrjλ1j − s+r , r = 1, .., s, ✭✹✵✮

λ1j ≥ 0 (j = 1, .., n), s−i ≥ 0 (i = 1, ..,m), s+r ≥ 0 (r = 1, .., s), t1 > 0, ✭✹✶✮

1 =
1

s

s
∑

r=1

ỹr

yrk
, ✭✹✷✮

x̃i ≥

n
∑

j=1,j 6=k

λ2jxij , i = 1, ..,m, ✭✹✸✮

ỹr ≤

n
∑

j=1,j 6=k

λ2jyrj , r = 1, .., s, ✭✹✹✮

x̃i ≥ t2xik, i = 1, ..,m, ✭✹✺✮

0 ≤ ỹr ≤ t2yrk, r = 1, .., s, ✭✹✻✮

λ2j ≥ 0 (j = 1, .., n), t2 > 0, ✭✹✼✮

ui ≤ wxik, i = 1, ..,m, ✭✹✽✮

ui ≤ s−i , i = 1, ..,m, ✭✹✾✮

ui ≥ s−i − (t1 − w)xik, i = 1, ..,m, ✭✺✵✮

ui ≥ 0, i = 1, ..,m, ✭✺✶✮

xikα ≤ vi ≤ Mα, i = 1, ..,m, ✭✺✷✮

x̃i − (1− α)M ≤ vi ≤ x̃i − (1− α)xik, i = 1, ..,m, ✭✺✸✮

Mα ≤ w ≤ α, ✭✺✹✮

t1 − (1− α) ≤ w ≤ t1 − (1− α)M. ✭✺✺✮

❚❤❡♥✱ ✐t ✐s s♦❧✈❛❜❧❡ ❜② ❛♥② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ▼■▲P s♦❧✈❡r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❇❛♥❦❡r ❛♥❞ ❈❤❛♥❣ ❬✷❪ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡t❡rs❡♥ ❬✶❪ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

✶✵



❆P✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❛♥❦✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✱ ❜✉t ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧

✐♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ❢♦r s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❛♣♣❧②

t❤❡ ❆P ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ❜❡❢♦r❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♦♥❡✲st❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✸ ❆ s❝❛❧✐♥❣ str❛t❡❣②

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳✱ xij > 0 ❛♥❞ yrj > 0✮✱ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❧❛❝❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s s−i ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❋♦r ③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝❧❛ss✐✜❡s ✐♥t♦

t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✭✐✮ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❉▼❯ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s

s+r ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✭✐✐✮ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❉▼❯ ❤❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✉t✐❧✐s❡ ✐t✱ t❤❡ ③❡r♦ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦r ♦♥❡

t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ③❡r♦s ✐♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧s✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❧

✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❉▼❯s ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢

♥❡❣❛t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ✭❡✳❣✳✱ ✲✶✱✵✵✵ ❛♥❞ ✲✶✵✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❉▼❯s ♦❜t❛✐♥ t❤❡

s❛♠❡ s❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ♠❛②

❛✛❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❉▼❯s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡

✈❛❧✉❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ s❝❛❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts

❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ s❝❛❧❛r ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✲✶✵✶✳ ▲❡t X♠✐♥

i ❛♥❞ X♠❛①

i ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢

it❤ ✐♥♣✉t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ❜② X❝✉rr❡♥t

i ❛♥❞ Xs❝❛❧❡

i ✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ❜②

Xs❝❛❧❡

i =

(

X❝✉rr❡♥t

i −X♠✐♥

i

)

100

X♠❛①

i −X♠in
i

+ 1. ✭✺✻✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ✐t ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❞❛t❛ s❡t ♦❢

✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ str❛t❡❣② ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ s♦❧✈❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞

♣r♦❜❧❡♠s✳

✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝❛❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s ❜② ♦✉r

♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞

❛ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❚♦♥❡ ❬✷✵✱ ✷✶❪✱ ●✉♦

❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❡s ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❱✐s✉❛❧ ❈✰✰

❛♥❞ r✉♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ▼✐❝r♦s♦❢t ❲✐♥❞♦✇s ✼ ❊♥t❡r♣r✐s❡ P❈ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✸✲✻✶✵✵ Pr♦❝❡ss♦r ✷✳✸✵ ●❍③ ❛♥❞

✽ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❜✉✐❧t ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼■▲P s♦❧✈❡r ♦❢ t❤❡ ■❇▼ ■▲❖● ❈P▲❊❳ ✈❡rs✐♦♥

✶✷✳✹ ❝❛❧❧❛❜❧❡ ❧✐❜r❛r②✳

✶✶



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✺ ❉▼❯s ✭✷ ✐♥♣✉ts✱ ✷ ♦✉t♣✉ts✮ ✐♥ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪✳

❉▼❯ x1 x2 y1 y2
❆ ✹ ✸ ✷ ✸
❇ ✻ ✸ ✷ ✸
❈ ✽ ✶ ✻ ✷
❉ ✽ ✶ ✻ ✶
❊ ✷ ✹ ✶ ✹

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❆ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✼ ❉▼❯s ✭✷ ✐♥♣✉ts✱ ✶ ♦✉t♣✉t✮ ✐♥ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪✳

❉▼❯ x1 x2 y1
❆ ✹ ✸ ✶
❇ ✼ ✸ ✶
❈ ✽ ✶ ✶
❉ ✹ ✷ ✶
❊ ✷ ✹ ✶
❋ ✶✵ ✶ ✶
● ✶✷ ✶ ✶

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ M = 0.0001 ❛♥❞

M = 10, 000❀ ✇❤✐❧❡ ǫ = 0.0001 ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✳

✹✳✶ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts

❚❛❜❧❡s ✷✲✹ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦t❤❡r

♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✺ ❉▼❯s ✭✷ ✐♥♣✉ts✱ ✷ ♦✉t♣✉ts✮ ✐♥ ❬✷✵❪✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✼

❉▼❯s ✭✷ ✐♥♣✉ts✱ ✶ ♦✉t♣✉t✮ ✐♥ ❬✷✶❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✻ ❉▼❯s ✭✹ ✐♥♣✉ts✱ ✷ ♦✉t♣✉ts✮ ✐♥ ❬✷✶❪✳

❲❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❜② t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪✱ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪✱ t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡

♠♦❞❡❧ ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❇▼ ❛♥❞ s✉♣❡r

❙❇▼ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ✜rst ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

❚❛❜❧❡s ✺ ❛♥❞ ✻ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✺ ❉▼❯s ✇✐t❤ ✷ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ✷ ♦✉t♣✉ts

✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✷✵✱ ✷✶ ❛♥❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧

❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✐❢ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❉▼❯

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❆ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✻ ❉▼❯s ✭✹ ✐♥♣✉ts✱ ✷ ♦✉t♣✉ts✮ ✐♥ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪✳

❉▼❯ x1 x2 x3 x4 y1 y2
❉✶ ✽✵ ✻✵✵ ✺✹ ✽ ✾✵ ✺
❉✷ ✻✺ ✷✵✵ ✾✼ ✶ ✺✽ ✶
❉✸ ✽✸ ✹✵✵ ✼✷ ✹ ✻✵ ✼
❉✹ ✹✵ ✶✱✵✵✵ ✼✺ ✼ ✽✵ ✶✵
❉✺ ✺✷ ✻✵✵ ✷✵ ✸ ✼✷ ✽
❉✻ ✾✹ ✼✵✵ ✸✻ ✺ ✾✻ ✻

✶✷



❚❛❜❧❡ ✺✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❉▼❯
❙❇▼ ❙✉♣❙❇▼

s−∗
1k s−∗

2k s+∗
1k s+∗

2k ρ∗k x̃∗
1 x̃∗

2 ỹ∗1 ỹ∗2 δ∗k
❆ ✵ ✵✳✸✵✸ ✵✳✻✵✻✶ ✵ ✵✳✼✾✽ ✹ ✸ ✷ ✸ ✶
❇ ✵ ✵✳✹✵✾✶ ✶✳✹✺✺ ✵ ✵✳✺✻✽✷ ✻ ✸ ✷ ✸ ✶
❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶✵✳✻✼ ✶✳✸✸✸ ✽ ✶✳✸✸✸ ✶✳✸✸✸
❉ ✵ ✵ ✵ ✵✳✻✻✻✼ ✵✳✻✻✻✼ ✽ ✶ ✻ ✶ ✶
❊ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✷✳✾✵✾ ✺✳✽✶✽ ✶✳✹✺✺ ✷✳✶✽✷ ✶✳✹✺✺

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❉▼❯
❖♥❡❙✉♣❙❇▼

s−∗
1k s−∗

2k s+∗
1k s+∗

2k x̃∗
1 x̃∗

2 ỹ∗1 ỹ∗2 θ∗k
❆ ✵ ✵✳✸✵✸ ✵✳✻✵✻✶ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵✳✼✾✽
❇ ✵ ✵✳✹✵✾✶ ✶✳✹✺✺ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵✳✺✻✽✷
❈ ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✵✳✻✼ ✶✳✸✸✸ ✽ ✶✳✸✸✸ ✶✳✸✸✸
❉ ✵ ✵ ✵ ✵✳✻✻✻✼ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵✳✻✻✻✼
❊ ✲ ✲ ✲ ✲ ✷✳✾✵✾ ✺✳✽✶✽ ✶✳✹✺✺ ✷✳✶✽✷ ✶✳✹✺✺

✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r②✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❉▼❯ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯✮✱

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛r❜✐tr❛r②

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t t❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ t❛❜❧❡s✱ t❤❡ s❝♦r❡s ❛♥❞ s❧❛❝❦s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② s♦❧✈✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❙❇▼ ❛♥❞ s✉♣❡r ❙❇▼ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡❣r❛t❡❞

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✸ ❛♥❞ ✹ ❜② t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts

✐♥ ❚❛❜❧❡s ✼✲✽ ❛♥❞ ✾✲✶✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡

r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ ❞❛t❛s❡ts s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✳❡✳✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼ ✜rst

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼✱ ♥❛♠❡❧② ❙❇▼✲❙✉♣❙❇▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❉❊❆

♦♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts ✭s❡❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s ❛s t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭t❤✉s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❙❇▼✲❙✉♣❙❇▼ ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

t❤❡ t❛❜❧❡s✮✱ ❜✉t ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❆s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳

❉▼❯
❙❇▼ ❙✉♣❙❇▼

s−∗
1k s−∗

2k s+∗
1k ρ∗k x̃∗

1 x̃∗
2 ỹ∗1 δ∗k

❆ ✵ ✶ ✵ ✵✳✽✸✸✸ ✹ ✸ ✶ ✶
❇ ✵✳✻✻✻✼ ✵ ✵✳✸✸✸✸ ✵✳✻✶✾ ✼ ✸ ✶ ✶
❈ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶✵ ✶ ✶ ✶✳✶✷✺
❉ ✵ ✵ ✵ ✶ ✻ ✷ ✶ ✶✳✷✺
❊ ✵ ✵ ✵ ✶ ✹ ✹ ✶ ✶✳✺
❋ ✷ ✵ ✵ ✵✳✾ ✶✵ ✶ ✶ ✶
● ✹ ✵ ✵ ✵✳✽✸✸✸ ✶✷ ✶ ✶ ✶

✶✸



❚❛❜❧❡ ✽✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳

❉▼❯
❖♥❡❙✉♣❙❇▼

s−∗
1k s−∗

2k s+∗
1k x̃∗

1 x̃∗
2 ỹ∗1 θ∗k

❆ ✵ ✶ ✵ ✲ ✲ ✲ ✵✳✽✸✸✸
❇ ✵✳✻✻✻✼ ✵ ✵✳✸✸✸✸ ✲ ✲ ✲ ✵✳✻✶✾✵
❈ ✲ ✲ ✲ ✶✵ ✶ ✶ ✶✳✶✷✺
❉ ✲ ✲ ✲ ✻ ✷ ✶ ✶✳✷✺
❊ ✲ ✲ ✲ ✹ ✹ ✶ ✶✳✺
❋ ✷ ✵ ✵ ✲ ✲ ✲ ✵✳✾
● ✹ ✵ ✵ ✲ ✲ ✲ ✵✳✽✸✸✸

❚❛❜❧❡ ✾✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳

❉▼❯
❙❇▼ ❙✉♣❙❇▼

s−∗
1k s−∗

2k s−∗
3k s−∗

4k s+∗
1k s+∗

2k ρ∗k x̃∗
1 x̃∗

2 x̃∗
3 x̃∗

4 ỹ∗1 ỹ∗2 δ∗k
❉✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✽✵ ✻✷✼✳✾ ✺✹ ✽ ✾✵ ✺ ✶✳✵✶✷
❉✷ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✾✶✳✾✺ ✷✽✷✳✾ ✶✸✼✳✷ ✶✳✹✶✺ ✸✸✳✾✺ ✶✳✹✶✺ ✶✳✹✶✺
❉✸ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✽✸ ✺✷✺ ✼✷ ✹ ✻✵ ✼ ✶✳✵✼✽
❉✹ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✻✺ ✶✱✵✵✵ ✼✺ ✼ ✽✵ ✶✵ ✶✳✶✺✻
❉✺ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✾✵✳✷✹ ✼✻✽ ✸✹✳✺✻ ✹✳✽ ✾✷✳✶✻ ✺✳✼✻ ✶✳✺✽✻
❉✻ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✾✹ ✼✺✺✳✺ ✸✻ ✺ ✾✻ ✻ ✶✳✵✷✵

❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳

❉▼❯
❖♥❡❙✉♣❙❇▼

s−∗
1k s−∗

2k s−∗
3k s−∗

4k s+∗
1k s+∗

2k x̃∗
1 x̃∗

2 x̃∗
3 x̃∗

4 ỹ∗1 ỹ∗2 θ∗k
❉✶ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✽✵ ✻✷✼✳✾ ✺✹ ✽ ✾✵ ✺ ✶✳✵✶✷
❉✷ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✾✶✳✾✺ ✷✽✷✳✾ ✶✸✼✳✷ ✶✳✹✶✺ ✸✸✳✾✺ ✶✳✹✶✺ ✶✳✹✶✺
❉✸ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✽✸ ✺✷✺ ✼✷ ✹ ✻✵ ✼ ✶✳✵✼✽
❉✹ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✻✺ ✶✱✵✵✵ ✼✺ ✼ ✽✵ ✶✵ ✶✳✶✺✻
❉✺ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✾✵✳✷✹ ✼✻✽ ✸✹✳✺✻ ✹✳✽ ✾✷✳✶✻ ✺✳✼✻ ✶✳✺✽✻
❉✻ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✾✹ ✼✺✺✳✺ ✸✻ ✺ ✾✻ ✻ ✶✳✵✷✵

✶✹



❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❇▼✲❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ❢♦r t❤❡
s♠❛❧❧✲s✐③❡ ❞❛t❛s❡ts✳

❉❛t❛s❡t ❉▼❯
●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ❖♥❡❙✉♣❙❇▼ ❙❇▼✲❙✉♣❙❇▼
θ∗k ❚✐♠❡ ✭s✮ θ∗k ❚✐♠❡ ✭s✮ ❚✐♠❡ ✭s✮

✺ ❉▼❯s ❆ ✵✳✽✹✽✺ ✵✳✶✻✷ ✵✳✼✾✽ ✵✳✶✸✽ ✵✳✷✷✵
✭✷ ✐♥♣✉ts✱ ✷ ♦✉t♣✉ts✮ ❇ ✵✳✼✶✾✼ ✵✳✺✻✽✷

❈ ✶✳✸✸✸ ✶✳✸✸✸
❉ ✵✳✻✻✻✼ ✵✳✻✻✻✼
❊ ✶✳✹✺✺ ✶✳✹✺✺

✼ ❉▼❯s ❆ ✵✳✽✼✺ ✵✳✶✷✸ ✵✳✽✸✸✸ ✵✳✵✾✼ ✵✳✶✹✺
✭✷ ✐♥♣✉ts✱ ✶ ♦✉t♣✉ts✮ ❇ ✵✳✻✶✾ ✵✳✻✶✾

❈ ✶✳✶✹✸ ✶✳✶✷✺
❉ ✶✳✷✺ ✶✳✷✺
❊ ✷ ✶✳✺
❋ ✵✳✾ ✵✳✾
● ✵✳✽✸✸✸ ✵✳✽✸✸✸

✻ ❉▼❯s ❉✶ ✶✳✵✶✹ ✵✳✷✶✼ ✶✳✵✶✷ ✵✳✶✺✸ ✵✳✷✸✸
✭✹ ✐♥♣✉ts✱ ✷ ✐♥♣✉ts✮ ❉✷ ✶✳✻✹✽ ✶✳✹✶✺

❉✸ ✶✳✶✾✷ ✶✳✵✼✽
❉✹ ✶✳✶✼✻ ✶✳✶✺✻
❉✺ ✶✳✼✸✷ ✶✳✺✽✻
❉✻ ✶✳✵✹✼ ✶✳✵✷✵

❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❙❇▼ ♠♦❞❡❧s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s t❤❛♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞✮ ❉❊❆

♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss

♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts✳

✹✳✷ ❆ ❝❛s❡ st✉❞②

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❉▼❯s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐♥ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ❈✐t②✱ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ❋♦r ❉▼❯s✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐♥❞✐❝❛t♦r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✿

• ■♥♣✉ts✿ t♦t❛❧ ❛ss❡ts x1 ✭t❤♦✉s❛♥❞ ●❇P✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s x2 ✭♣❡rs♦♥s✮✱ ✇♦r❦✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ♥❡❡❞s

x3 ✭t❤♦✉s❛♥❞ ●❇P✮✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ s❛❧❛r✐❡s x4 ✭t❤♦✉s❛♥❞ ●❇P✮✳

• ❖✉t♣✉ts✿ ♣r♦✜t✴❧♦ss ❛❢t❡r t❛①❛t✐♦♥ y1 ✭t❤♦✉s❛♥❞ ●❇P✮✱ ♣r♦✜t ♠❛r❣✐♥ y2 ✭✪✮✱ ❝r❡❞✐t s❝♦r❡ y3 ✭✵✲✶✵✵✮✱

t✉r♥♦✈❡r y4 ✭t❤♦✉s❛♥❞ ●❇P✮✱ r❡t✉r♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ y5 ✭✪✮✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❉▼❯s ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐♥ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ❈✐t② ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❝❛✉s❡ t❤❡✐r ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ♠❛② ❢♦❝✉s ♦♥

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ s❤♦✇s t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥♣✉ts ❛♥❞

♦✉t♣✉ts ♦❢ ❉▼❯s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✳

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❉▼❯s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✳

✶✻



❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞② ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❙❇▼✲❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❙❇▼✲❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢ ❉▼❯s

❛s ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡♣♦rt t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

s❝♦r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙❇▼ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞✮ ❉❊❆ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✭✵✳✼✺✸ s❡❝♦♥❞s✮ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❙❇▼✲❙✉♣❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✶✹✽

s❡❝♦♥❞s✮ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ✭✶✳✹✵✹ s❡❝♦♥❞s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r

s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s✐③❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❆s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✷✷ ♦✉t ♦❢ ✺✶ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s

✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✸✳✶✹✪✮ ✐♥ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ❈✐t② ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ✇❤✐❧❡ ✷✾ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✻✳✽✻✪✮ ❛r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡

✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐s ✵✳✼✸ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✵✳✹✾✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

t❤❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t ♠❛♥② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐♥ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ❈✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱

❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❛♥✐❡s✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣

t♦♣ t❤r❡❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭✐✳❡✳✱ ❈✶✵✱ ❈✹✷ ❛♥❞ ❈✹✼✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

t❤❛t ✭✐✮ ❈✶✵ ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts s❝♦r❡ ✐❢ ✐t ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ✭❡✳❣✳✱ ♣r♦✜t✴❧♦ss ❛❢t❡r t❛①❛t✐♦♥

❛♥❞ r❡t✉r♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❡♠♣❧♦②❡❞✮✱ ✭✐✐✮ ❈✹✷ s❤♦✉❧❞ ❝✉t ✇♦r❦✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ♥❡❡❞s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝r❡❞✐t s❝♦r❡ t♦

✐♠♣r♦✈❡ ✐ts s❝♦r❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❈✹✼ ♠✉st ❝✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s✱ ✇♦r❦✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ♥❡❡❞s✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ s❛❧❛r✐❡s✱

❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦✜t ♠❛r❣✐♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts s❝♦r❡✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❉❊❆ r❡q✉✐r❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❉▼❯s ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ❉❊❆ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❉▼❯s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡✐r s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡♥t❛✐❧ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ❛❧❧ ❉▼❯s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❧❛r❣❡✲

s❝❛❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♦♥❡✲st❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❡✣❝✐❡♥❝②

❛♥❞ s✉♣♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞

❛❞❞✐t✐✈❡ ✭s❧❛❝❦s✲❜❛s❡❞✮ ❉❊❆ ♠♦❞❡❧ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦st✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s

♦❢ ❉▼❯s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✵❪ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚♦♥❡ ❬✷✶❪✳ ❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② s❝♦r❡s ♦❢

❉▼❯s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣♦st✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡

r❡s✉❧t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s❝❛❧✐♥❣ str❛t❡❣② t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥

✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ③❡r♦ ❝❛s❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss

♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r ❙❇▼

♠♦❞❡❧✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ ✜r♠s✬ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥✲

♣✉ts✴♦✉t♣✉ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ✭❡✳❣✳✱ ❈❖✷ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✇❛st❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳✮ ❢♦r

❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♠❛② ❜❡ ✉♥r❡❛❧✐s✲

t✐❝✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡♥❣❛❣❡ ✇✐t❤ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❝✐t② ❝♦✉♥❝✐❧✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❡✐❣❤ts ❜② ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛

❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✜r♠✬s r❡s♣♦♥s❡s t♦ ♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s✳
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❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❊❞✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡rs ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝✲

t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❉r ●❛✈✐♥ ▲♦♥❣ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡
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