
eprints@whiterose.ac.uk
https://eprints.whiterose.ac.uk

Universities of Leeds, Sheffield and York

Deposited via The University of York.

White Rose Research Online URL for this paper:
https://eprints.whiterose.ac.uk/id/eprint/1352/

Article:

Weigert, S. (1997) Baker - Campbell - Hausdorff relation for special unitary groups SU(N). 
Journal of Physics A: Mathematical and General. pp. 8739-8749. ISSN: 0305-4470 

https://doi.org/10.1088/0305-4470/30/24/032

Reuse 

Items deposited in White Rose Research Online are protected by copyright, with all rights reserved unless 
indicated otherwise. They may be downloaded and/or printed for private study, or other acts as permitted by 
national copyright laws. The publisher or other rights holders may allow further reproduction and re-use of 
the full text version. This is indicated by the licence information on the White Rose Research Online record 
for the item. 

Takedown 

If you consider content in White Rose Research Online to be in breach of UK law, please notify us by 
emailing eprints@whiterose.ac.uk including the URL of the record and the reason for the withdrawal request. 

mailto:eprints@whiterose.ac.uk
https://doi.org/10.1088/0305-4470/30/24/032
https://eprints.whiterose.ac.uk/id/eprint/1352/
https://eprints.whiterose.ac.uk/


���������	
������
����� �������� ��� �	�
���

������ ���
	� �����

������ ���	�
���℄
����
������ ���
 ������ ��� ���
������ ��
 �����
������ �����

����	�� �
	��
���� !"# $%&'()* �����

+
�� �
 -# .//-

������
�

��������
���	
 	� ��	 
�
�

�� 	� ��
 ��

��� �
����� ��	�� �����
�
�
���

� �
���
�� � ����� ��	�� 
�
�

�� � ���
�������
��������	� 
�
����	
 �� �
��!
� ���
� 
"��
��
� ��
 ��	�� �����
�
�� 	� ��
 ��	��
�
������

 �� �
 
"�	


����� �
 �
��� 	� ��
 �����
�
�� 	� ��
 
"�	


����
��
�	��� #��� �
����
� ��
 
��

!���
� 	� ���

 �� ��� �����

�� �	
�
�
��

���$ ��
 �
����	
 
�
 �
 ����
� �
�����
���� �� �	 � % &$ �
 ���

���
�
'��������� ���
��	�����	
� 


	��
� ��
 ���
 
!	����	
 	� ���
��� �
�

��
�
�� 	��
�!���
�$ �	� 
"����
$ 
�
 �
 �	��
� 	�� �� ��
 ���
 �
�
��

� �������
�
��

������� ��	�
���� �� �
���
� �	��
	 
� 

	 ��������� �����	�� ���
	 

	 �����
�

 �� 	����	�
��� ���

���� �	�	����� �� ���
����
��� ��	��
��� �� ��� ���
�	��	

��	��� �� 

	 	����	�
��� �� � 

��� ��	��
��� ���

	��� ��℄ 	��� ��℄ � 	��� ��℄ � � !

"
	 ���	� �� #�$	�� %����	��� ��� &������' �#%&! ��	 ����
��
	� �
�( �) ℄!

��

 � ������� ��� 

	 ��	��
�� �� 	���	��	� �� ���
���	 
����
�
��� �� �� ������

�� � �� * �� *
 

)
� ��� ��℄ *

 

 )

�
� ��� � ��� ��℄℄ * �� ��� ��℄� ��℄

�
* � � � �)!

+	���$����� 

	 ��	��
�� �� �� 	���	��	� �	�	��� �� 
����
�
��� �� �� ��� ��
���� �������� 

�
 �
 �� 
��
���	� �� 

	 ���	 ���	��� �� �� ��� ��( ,�� 

��
�	���
 
� 
��� �
 �� 
��
��� 
� 
�����	� �����

� �� ��������	
� ���

����(

-�

���
 

	 	�������� �)! ��� 

	 ��	��
�� �� �� 	����
�
� ������� 

	 ��.��
	
�	��	� �� �	�	�
	� 
����
�
��� 
����
 �	 ����	� �� 
���	� ����( /
 ��� �	

 

This is a pre-print of the published paper
Weigert, S. (1997) Baker - Campbell - Hausdorff relation for special unitary groups SU(N). 
Journal of Physics A: Mathematical and General, 30 (24). pp. 8739-8749

White Rose ePrints Repository - http://eprints.whiterose.ac.uk/archive/1352/



��	�� 
��	�	�� 
� �	�	��
	 �� ���������
	 	���	����� ��� �� �� ���	

�� 
��
��
��
��� � .��
	 ����	� �� 
	��� �0℄( 1
	� �	�� ���� �	�
 
� ���

� 2�( � ! �
���

�� 
� ���
���� 

	 
�� ��

��� ��
� � �����	 	����	�
���( -� �����
�
��� ���
���
��
 �� ����
�� �	

���
� �	���
� ��� 

	 &	��	��	�� ����� �� ����
��� ���
���	�
�� ��	��
��� 3� ��� 3�� �
	�	

	�����3�℄ 	�����3�℄ � 	������3�* 3�! * �4	
)℄ � �5!

"
	 ���

�
�������	 �� ���
�
������ �����	 �	
���	 

	 
����
�
��

�3�� 3�℄ �
4	

�
�6!

�� � 
���
��
 ��

 

�
 ���� 

	 .��
 
����
�
�� �� �)! 
��
����
	� 
� 

	

��	��
�� ��( -��

	� ��
��
��� ��

 

	 �		� ��� 	�
������� 
�� ��	��
��� ��
	�
���
	�	� �� �	�����
���� ����	� ���
	��( /� ��	
�.
 
��	�� 

	 �������
��
��	� ��	 ���� �	���� �	��
	� 
� � �����

 �� 

	 �������
��� ��� �
��
	� ��
	�����
�6� 7�  8℄( "
	 9�	 ���	���� ������	� �� 

	�	 :����
�� ����; ��� 	�

	� 
��	
� .��
	 �� �� ��.��
	 ����	� �� 	�	�	�
�(

1
	� �	�� �� 

	 ������
	 �	��	� 2�( � ! �	��	�	�
� � �	
���
���	�� �	���

���� 

�
 ��� 

	 �	
������
��� �� � �����	 	����	�
��� ��
� ��

��� ��

 �����	
����	�
�	�( <�

 � �	��
��� �� ��	��� 
� 
��
���
	 	��	

�
��� ����	� �� ����

��	��
��� �� 

	 ����� �� �)!� ��� 	�����	� ���
	 

	� ��	 	����� �	���	� ����
� �	�	��
��� ���

��� �� ���	�
����	� ���� � ℄( <��������� 

���	� �� 

	 �����
�����	
	��=�
��� �8℄ ��	 
���	��	�
�� �	�����	� �� ����� #%&��	��
����( /�
�	�	���� 

	 ���
������ �� 
�
	�	�
 �
�
	� ��� ���
�
�	 ��� ���� ���
	�� �� �	��
�� ��� ����
���� 9�	 ������ � >℄ �	�	.
� ���� 

	 $����	��	 �� ��	�!
������
���
���	� � !(

- 
���	�� �	��
	� ��	�
��� ����	� ���� 

	 �		� 
� �	����� ��������
� 
�����
�����
���� �

������ 
�

	���� ��℄ �� 	��� ��℄ � ��� � �?!

/� 

	 ��	��
�� �� �� ������
����� 
� � 
��	� 

	 &����
����� �� � ����
��
���
	�� 2�( �?! �	�
���	� 

	 
��	 	����
��� �� 

	 &	��	��	�� ���	�����	 ��
��
� ���(

- ����	� �� 
	

����	� 
�� �		� 	�
�����
	� �� ���	� 
� 	Æ
�	�
�� 
�	�

	�
������� ��� ���	�
������� �����	��� �� ���
�
����� �� 

	 ��	��
��� ������	�
�� 

	 #%&��	��
��� ��	 	�	�	�
� �� � ��	������	������� 9�	 ���	���( "���
���	������� ���
��� ���

��� ���	��
���	 �	��	�	�
�
���� ��	 ��	� 
� �	���	 	��
���
�
 �	���
� ��� 

	 ����� �� �)! �8℄� ��� ��� 

	 ����� �� 

	 
������
 ��
���
��
�� � ?�  @℄� ��� 	�����	( -����
�
���� 
� ���	 
�����
�
	� 
��	� ���������
�����	

�
 ������ ���� 
��	 �		� ���$	� ��
 �� �	
��� �)@�   ℄( &��	�	�� �

�� ��� �	
	����� 
� 	�
�����	�� ���$ ��

 ���
��� �	��	�	�
�
����� ��� ���

���
�	��	�	�
�
��� 
�� �	 ��	� � @℄( "
�� �� 
	����� �� ��	 $���� � �	��	�	�
�
���

)




�����
��� �� ���	� ��� ���	� 
��������� ��
��
	� ���
	 

	� ��	 	����� 	����
�	�
��
	�( A��	�
����	�	�
 �� 9�	 ����� 	�	�	�
� �� ���� �

�	�	� �� ����� �	�

������ �	��
���� ��� 	�����	� 	����	�
���� ��� 9����
	�
�������� 
	

����	�
� 0℄( "
�� ������

 �	�	����=	� � �	

�� .��
 �����	� 
� ���
�
���� ����� 	�	�
�	�
� �� �� �5! � 7℄( "
	 ���	���� ������

 �� �) ℄ ���� 

	 �����	� �� ��


�����!	�
������� � ! ��� ��������
� �?! 
���������
���� 
� 

	 ����
��� �� � �	
 ��

����	� .��
����	� ��'	�	�
��� 	���
����( "
�� ���	� ���� 
��
���� 

	��	
�
��
��
$������ �� #%&��	��
����� �����
�
���� �� �
���
� �� �	�� �� � ����	 ����	�
�� �	�	�	�
	�(

/� 

	 ��	�	�
 ���	� � ��'	�	�
 �	

�� 
� 	�����
	 #%&��	��
���� �� �	�	��
���	� ��� 

	 ������ �� �
 !( /
 �� ���	� �� 

	 ��	

��� 

	��	� ��� 
	���
���
��	��
��� �� .��
	����	������� �	

�� ���
	�( - :���	���=	�; �	����� �� 

�� �	���

�� �	���	� �� 	�����
��� � ��	
�.
 �	�
��	 �� 

	 ���	��� ���
 ! ����� �	���� �
�
9�	 ���	����
 ����	�
�	�( /� 

�� ���� � ��	�
����	 
���	�����	�
	 �	
�		� ��
	����	�
��� �� ���	���� 
�����	� �	�	��
��� ��� � ���	�� 
������
��� �� 

	�
�� 	�
�����
	� B :�	������; 

�� 

	 	����	�
��� ���

���( /
 �� 

	� �
����

����
���� 
� 	�
����	 	�	�	�
� �� 

	 ����� �� �
 !( %��
	�
������ 

�� �	

�� ��
�	��
	� 
� ���$ �	�����	� �� 

	 	����  87@;� �
	�	 

	 �
��� �� 

���� ���	����
�	����	� 

	 	�����
��� �� ��	�� 
���������
���� ��� ��	
��� ���
��� ������ �)� 5℄(
/� 

�
 
��
	�
� 
��	�	�� #%&��	��
���� 
��	 ��
 �		� 
�����	�	�(

� ��
� �����
������ �� �����

-� ���	��
���	 ���

��� �	��	�	�
�
��� �� 

	 ����� �� �
 ! � 6℄ �� ���	� �� 

	
�	
 �� ��� ���
��� �
 � 
 ! ��
��
	� � ��

 ���
 �	
	������
�

�	
� �  � ���� � � � �� �� �  � � � � � 
� �>!

2�

 ��
��� � 
�� �	 ���

	� �� 

	 ����

� � 	������℄ � �
� � � � �7!

��

 � 
��
	�	�� 
	���
��� ��
��� �( /
 �� 
���	��	�
�� 	���	��	� �� � ���	��

������
���

� � �� � �� �
�

����
���

���� � �� � � � �0!

��

 

	 �	
 �� ������� � ����� ��� 
��
	�	�� 
	���
��� ��
��
	�� ��
� � ��� 
���	�



	 �	�	��
���( -
 

	 ���	 
��	� 

	� ��	 � ����� �� 

	 9�	 
�����
 ���
 ! ��
�� �
 !� ��
������� 

	 
����
�
��� �	��
�����

��� ���℄� � )������� � �8!

�
	�	 

	 ����
	� �� �� �� 
�$	 ����	� ����  
� 
�� � 

	 �����
��� 
���	�
���
��� �	�	�
	� ����
	� �����	�� ��� 

	 �
 � 
 ! ���
 ��
��� �� �	��
	� �� �� (

5



"
	 �
��

��	 
���
��
� ���� ��	 	�	�	�
� �� � 
����	
	�� ��
�����	
��
 
	����
���	��	� ��
 	����
�
�� �� � )℄� ��� 	�����	! ��

 C�
��� ��	�
�
�

�������� * �������� * �������� � @ � � @!

"
	 ����� �� �
 ! 
�� ���$ �
 �  !( /� �

	� ������ ��� ������� ��	����
������	��� �� ���
 ! 
�����
� �� �
 �  ! 	�	�	�
� 
���	�������� 
� ��� ���	����
���	�	��	�
 
��
	�	�� 
 ����	������� �������� ��
��
	�( - :
����	
	 �	
 �� 
���
��
��� �������	�; ��� � ����
�� ���
	� �	�
���	� �� �� �
 ! ����� 
��
��� ��
����
��� 

	 ���	 ����	� �� %������ ��	��
��� �

������ 
� +�
�
;� 

	��	�
� )℄(

- ���
�
���� �	�
��	 �� 

	 ���	��� ���
 ! �� �
� 
�����	 ���	� 
��	 
�����

�
��� �� �
� 	�	�	�
��

��� ���℄� �
6



Æ�� �� * )������ � �  !

�
	�	 

	 ���� ���� � 
�
���� ����	
��
 
	���� �
�( � )℄!( ,�� 
 � )� 
�� ����	��

���� ��	 	���� 
� =	��� ��� 

	 �	�	��
��� �� 
���
��	 ��

 

	 D���� ��
��
	� ���


	 ��
�
����
�
�� �� 
�� �� 

	� �� 	�

	� 	���� 
� =	�� �� � ���
���	 �� 

	
���
 ��
���� ��(

"
	 ��
�
����
�
��� �	��
��� ���� �	 �����
��
 �� 

	 ��	�	�
 
��
	�
 ��

�
 �� ��� �	�	��
 ��� �� ����
���� 9�	 ���	���( -� � 
���	��	�
	 �� �  !� 
��
�	�	��
��� �� ��� �� �� ���
 ! ��	 :��

������; 
� 	�

 �

	� ��

 �	��	

 
�


	 
��
	�

"������! � )Æ�� � � )!

/� ����
���� � �	
��� C�
����
��	 ��	�
�
� 	���
� ��������� ��

 

	 ��
�����
�	
��
 ��� 

	 ����	
��
 �
��

��	 
�	Æ
�	�
� �� �8! ��� �  !�

�������� * �������� * �������� � @ � � 5!

,�� 

	 ���������� � �	

���
��	 ��
�
��� �� ��	���� ���	� �� 

	 �
��

��	

���
��
� ��� 

	 E���	
$	� ������( A	.�	 

	 �
���� �����

 �� 	�����	�
���	��� �� 2�( �0!�

�� � �� � ��Æ���� � ���� � � 6!

�
	�	 

	 
�����	�
� �� �� ��� �� ��	 �����	� 
� �	 	�

	� ����	�� �� �	�	��
���
��( <��������� �	.�	 �� ��
�����	
��
 :
���� �����

; � ��

� ��� ��!� � �������� � �� ��� ��!� � � ?!

��� � ����	
��
 :��
 �����

; ��

� ��� ��!� � �������� � *� ��� ��!� � � >!

6



"
	�� 

	 �	��
���� �8�  ! 
�� �	 ���

	��
�� � ��� �� � ��

�
�

� )�� ��� ��! � �� � � 7!�
�� � ��� �� � ��

�
�

�
6



�� � �� �� * )� ��� ��! � �� � � 0!

�
	�	 �� ��� �� ��	 
��	��
�� �	

��� �� ���	����� �
�� ! ��

 ���	��
 	�
��	�(
-����� 

	�	 	���
���� �	��� 
� � 
����

 ���� �� 

	 ���
��! 
����
�
���
�	��
�����

� �� � ��!� �� � ��! �
)



�� � �� �� * � ��� �� * � ��� ��! � �� � � 8!

"
�� 	���
��� 	��
���=	� 

	 �����
��
 ����
 

�
 ��� 	���	����� ��
��
�	
 ��


	 �	�	��
��� 
�� �	 	���	��	� �� � �	��
� 
������
��� �� 

	�� ��
������ 

	
��	�
�
�( -� � ��

	� �� ��

� �
 �	�	����=	� 

	 $���� ��	�
�
� �� �� �)! ��� 

	
D���� ��
��
	��

� �� � ��!� �� � ��! � �� � �� �� * � ��� �� � �� � �)@!

/� 

	 �	� ��
�
���� 

	 ��	�
�
�	� � @� 5! �	��

� ��� ��! � ���� ��! * ���� ��! � � ��� ��! * � ��� ��! � � ��� ��! � @ � �) !

� ��� ��! � ���� ��! * � ��� ��! � ���� ��! * � ��� ��! � � ��� ��! � @ � �))!

-��

	� ��	��� ���� �� 2�( � 5! �� ���	� ��

���� ��� ��! � � ��� ��!� �� * ���� �����! � �)5!

�
����� 

�
 �������� ��� 
� � � �����

 �

� �� ��	� � �	����
��	( "
	 :���


�������
�; �� 

	 �	�	��
��� � )! �	
��	�

"�
�
� �� � ��!� �� � ��!

�
� ) �� � �� � �)6!

��� ����
���� �� ��� ��(

� ���
���� ������


2�	�� ��
��� � � �� ��
��.	� �
� ��� 

���

	���
�
 	���
����

��
���

���
� � @ �� �  � �� � �	
� � �)?!

�

������ 
� 

	 

	��	� �� %���	��&����
��( "
	 
�	Æ
�	�
� �� �	.�	 

	


���

	���
�
 ���������� �� �( ,�� 
��
	�	�� ��
��
	� ��

 �� � � ���
 !� 

	

�	Æ
�	�
 ���� �� 2�( �)?! �� 	���� 
� =	�� ���
	 �
 	����� 

	 
��
	 �� �(

?



-

������ 
� 2�( �)?!� ��� ���	� 
 � � 
 �� 

	 ��
��� � �� ��	�
�
�� 
� �
���	�� 
������
��� �� �
� ���	�� �� ��

 @ 	 � 	 
 �  ( "
	 	�������� �� �
��
��� 	����	�
��� 
�� 

�� �	 ���

	�

	������℄ �
��
���

����!�

�F
�

��
���

����!�� � �)>!

��

 �����	�� �	.�	� 
�	Æ
�	�
� ����!( "
	� ��	 �	
	����	� ���	

�� �� �	�
�	����� 
� 

	 
��
��
� ������� � 5℄ ����� ��� ����

 ���

���� � �� � 
	���
���
��
��� � ��

 �����	�	�	��
	! 	��	�����	� ��� � �  � � � � � 
 �

���! �
��
���

����!�� � �)7!

��� 

	 ��	��
�� �� � 
������ 
 ���G	

� ���� 
� 

	 ��	����	������� 	��	��
���
	 �����	� �� 

	 	��	��	

�� 
��� ����
��
	� ��

 

	 	��	�����	 ��( /�

	��� �� ���	�� �� ��� 

	 	��	�����	� ��� 

	 ��
��
	� �� �	��

�� �
�
� ���

� ���

�� ���

�
����
���

����
� H �)0!



	 ��� 
��
���� ���	�� ���� �
 ���
 ���
	 

	 �����

 ���� ��	� �
 �  !
��

���( %�������� 2��( �)7! ��� �)0!� ��	 ��
���� 

�


���! �
����
���

�
��
���

�������!

	
�
� �

����
���

���
� � �)8!

���� ���� 

������ ���! � 	������!� 

	 ��� �� 

	 ����� ���
$	
� �����
	�


	 
�	Æ
�	�
� �� �� 

	 	�������� �)>! �� 
	��� �� 

	 	��	�����	� ��(

/
 �� �������	 � 0℄ 
� 	���	�� 

	 ����	�� �� �� �)8! ��'	�	�
��( 1��
	 

	

�	Æ
�	�
 ������� �! �� ���� ��

 � ����� �����	
	� � ��
����
	� �� ����
�����

������� �! �
��
���

I������! � I� �
�
� ���

��� ���!
�� � �5@!

9��	�� 
������
���� �� �	����
��	� ��

 �	��	

 
� � ��	�� 

	 �	������� 
�	Æ�

�	�
� ��� � � @�  � � � � � 
 � )� ����
��
	� ��

 ��� ����

 ���

��� � �

����! �


�
������	 �

������

��

���
�
������

	

	
������� �!

�
	��

� �5 !

��

 ����	�� �� ���� 

	 

���

	���
�
 ���������� �)?!� ��� 

	 ����	���
��
�
�� � �	( <��
	 2�( �)8! �	����	� 

	 	��	�����	� �� �� �����
�
 	���	������
���� �	 ��
���	� ���� ��� �6� 6! ��
��
	� �
 ���
� �(	( ��� �� �6!(

>



� �
����
��� ���
���� ������


- �
����	� �	����� �� �	��
��� �)7! �� �	���	� ���( /
 �� ����� ��� ��� 
	���
���
�
 �
 ! ��
��
	�� ��� �
 ���� �	 
���	� 

	 �	��
�	��� 
��
��
� ��������

�� �! � ��! � ��� �! !�� * ��� �! ! � �� � �5)!

/
 �
�
	� 

�
 ��� ���

��� � �� � ���	�� 
������
��� �� 

	 �	�	��
��� �� ��
�� �
 ! �� 	���� 
� � ���	�� 
������
��� �� 

	 ��	�
�
� ��� 

	 �	�	��
��� ��



�	����	.�	� 
�	Æ
�	�
� ���� ��!( /� �

	� ������ 

	 ���	�� �� 

	 �	�	��
��� ��


��
���	� �� 

	 ���	�� �� � � �! � ��!� �� 2�( �)8! 
�� �	 �	��
	� 
� ���	��

������
���� �� 

	�( /� ��	� �� 

	 
����
�
��� �	��
���� �� 

	 ���	���
���
 !� 2�( � 8!� 

�� �� ��
 ����������� 

	 �	����	� �	��

��� �� 
����	� ��
 ��
� .��
	 ����	� �� �
	�� �� �	�	�
	��� 	���	����� �����

� �� 
�� �	�	��
��� ��
� ���	�� 
������
��� �� �	�	��
���(

- 
���	��	�
 ���
	���	 
� �	
	����	 ���� �� ! �� �5)! �
��
� ���� ���
���

�
� � "��� �� * �"� �

�� � � � @�  � ) � � �� 
 �  � �55!

�
	�	

"��� �  � "��� � @ � �56!

�"� � @ � �"� � �! � �5?!

- �	
������ �	��
��� ��� �"���� �"�! ������� ���� ���
������� � �
�
�� ����� � 8!

��� �55!�

�
��� � "��� �! � �� * ��"� � ��!� �! � ��!

�
)



�"� � �! �� * �"��� �! * �"�� �! * ��"�� �! ! � �� � �5>!

%��������� ��

 �55! ��� ��*  ! ���
	�� �� � �
��� 

�


"����� �
)



�"� �

�! � �57!

�"��� � "��� �! * �"��
�! * ��"��

�! �
)



��"��� �

�! ! �! * �"��
�! ��50!

�
�

 �	
�����	�� �	.�	� �"���� �"�! �� 
	��� �� �! � �
��
��� ��

 

	 :���
���

����	�; �56�5?!( "
	 
	��� ��"�� �! �� ��� 
��
����
	 ���
	 	�

 �"� ���������

���� �55! �� ������
����� 
� �!� �!� �!� � �!� �!!� �!� � � � J���� 

	 �	����
��	�

��$	 ����	�
� �)5!� ��	 ������ 	�
���
	�� 
	��� �!� �! �	��� 	���� 
� =	��(

%���	��	�
��� 

	 
�	Æ
�	�
� ���� ��! �� 

	 ���

�
�������	 �� �5)! 
��	 �		�

	���	��	� 	����
�
�� 

����
 �! ��� 

	 	��	�����	� ���

��� �! ! �
����
���

��"��� � �� � �! ! �
����
���

���"� � �58!

7



��

 �� ���� 2��( �5@! ��� �5 !( K�
	 

�
 �

������ 
� �50! 

	 	���	�����

��� �� � �! ! 
��
���� ���� 
�
���� ����	
��
 ���	�� �!� �!� �! � � �!� �! !� �!� � � �

L��	� �! � � �����	 	���	����� ��� �� �� ������	� �� 
�$��� 

	 
��
	 �� 2�( �5)!�

��� �! ! �
 



"���� �! � ��!! �

 




��
���

����! � �6@!

/
 �
���� �	 ����
	� ��
 

�
 �� �� ��� ���	�	��	�
 �� �� � ��	 
�� ����	 

	
�	
������ ��� �"�� 2�( �50! ��

��
 �	�	���� 
� �57!( "
�� �� �	�������	 �	
���	

���� 

	� ��	 
�� 

	 

�� ����	� �� �����	
	�� �� �! ��� �� 

	 ���

�
����
���	 �� �5)!(

<�����	 ��� 

�
 

	 �	�����
���
	�� �� 2�( �5)! �� ���	�� �(	( 

	 �����	
	��

���� ��! ��	 $���� 
� �	.�	 � ����� 	�	�	�
 �� �� �
 !( &�� ��	� ��	 	���	�� �!

�� 
	��� �� ��M "
�� �� �

����� 

	 ��Æ
��
 �
	� �
	� �	������ � #%&���������

� .�� 

	 ����� 	�	�	�
 �� 
	��� �� 

	 

	 �������� �����	
��=�
���( -����	


	 ���

��� � 
� �	 ���	�
���	� 

	� ��	 
�� ���
	

�! � �� � �������� * �� � ��! � # ��� � ��! �6 !

��

 � �	� ���

��� # ( "
	 
��	 
� 

	 ���	����� �� 
� �	���=	 

�
 �6 ! �	��	�	�
�
�� 	���
��� �� 

	 
��	 �5)! �����( "
�� ������� ���� �	����� 2�( �5)! ����

���

 
� �	�
� �	���
��� � 
 # � 	�

������ 

	 ���	 �� �� ��� �! � ��� �	

��� ��
	���� 
� =	�� �� �5)!( K�� 

	 �	������� �	����� 
� 2�( �58! 
�� �	 �	�	�
	� ��

���	� 
� �	
	����	 �! � �! ��� !( "
	�	���	� �! 
�� �	 ����� �� � ���

��� �� ��
�� 

	 �	��� ���	��� 	�
�����
	�(

"
	 ��

��������
� � )! ��� 

	 �	�	��
��� �� ������ ��	 
� �������� ���




���� �! 
� �� ��� �	
� ���

 �� � �����	 ����	�� ���
���� 2�( �5)! ��

 �� ���

�$	 

	 
��
	 �
�

 �	��� 
�

�� � "�
�
���� * �� � ����

�
� "�

�
�� �! � ��!��

�
� �6)!

�
��	 

	 ���	��	 
���������
��� ������� ���� �6 !�

!� � "�
�
� �! � ��!��

�
� "�

�
������ �� * �� � ��!��

�
� �65!

#	���	 �������� 

	 ���	���=	� ��	

��� 

	��	� 
� 

	 �	����
��� �� #%&�
�������	� � 
���	�
 �� 

	 �	��
��� �	
�		� 

	 ��
��
	� � � �! � �� ��� � ��
�5)!�

���! � �� �� * � �66!

�
���� �	 ���	( N�	 ���
 
��	 ����℄ � @ ���
	 2�( �66! �� �� ��	�
�
�( K	��
	�

	�	��� 

	 ��
��
	� ������	� �� ��
 
��	 
� �	 ���
���	� �� 	�

 �

	�( "
	
�����
��� 
����
�
�� �����	� 

�
 

	 ��
��
	� � ��� � 
�� �	 ���������=	�
�����
��	�����( &����� ���	 

�� � ����� �	 ���	� �� � ��	
�.
 ���	�� 
���
����
��� �� �� �  ! 
��
	�	�� �������� �	�	��
��� ��� � �  � )� � � � � 
 �  ( "
	

0



��
��� � 
����
	� ��

 � ��� �
 �� 

	�	���	 ���� �	����	� 
� �	 ���

	� 	��
	�	�
 �� 

	 ������� ��	���� ������	��� 
��
������ �( ,�� 

	 ����� �� �)!�


	 ���	����� �� 

�� ���	��� �� 	���� 
� ��	� � ��� � ��	 �� 

�� ���� ���� 

��!

��	 ������
����� 
� 	�

 �

	� �
�( 

	 .��
 	�����	 �	���!( ,�� �� �5! 

��
���	���
��� �� �����
��
	� �� � �	���
 �� �>℄ �
	�	 9�	 ������ ��	 �
���	� ���� �
�	��	
��
 ����
 �� ��	�( /� �� ���������
	 ��
�� ������ ��� ����� 	�	�	�
 
��
�	 ���

	� �� � ���

��� �� � ���	�� 
������
��� �� 
�� 
����
��� ��	��
���
�
�

 ���� � ������� ��	���� ������	���(

� ��� ��� �����

-#�$	��%����	���&������' �	��
��� ��� 
�������� �� ����� 	�	�	�
� �� �� �
 !
������� ���� 
������ �����
�
��� �� 

	 ���	���=	� ��	

��� 

	��	� ��

 ���! �

	������℄( %�����	� 

	 �����

 �� 
�� .��
	 
���������
����� 	����� �! ���℄ ���

	����� �
 � ��℄� �
�

 �	.�	� � 

��� 	�	�	�
 �� �� �
 ! 

���

	��=	� �� �$�

	����� �$ � ��℄ � 	����� �! � ��℄ 	����� �
 � ��℄ � �6?!

J���� 2�( �5)! ��

 

	 	����	�
��� ���

���� ��	 ��
����

	����� �$ � ��℄ � "�%��� * �%��"* "��%! � �� * ��" � ��!��% � ��!

� �"�%� *
)



�" � �%!�� * �%��"* "��% * �"��% * ��"��%! � ��

� &��� * �& � �� � �6>!

����� 

	 
����
�
��� �	��
���� � 8!( "
	 ����
�
�	� �&�� �&! 
�� �	 �	�� �'

���	

�� �� 

	 
�	Æ
�	�
� �� �� ��� ��� �	��	

��	��( "
	 
�����	�
� �� �$ ��	


�� ���	� �� 2�( �65!�

$� � �"�

�
��



�"�%� *

)



�" � �%!��

*�%��"* "��% * �"��% * ��"��%! � ��
�
��

�
� �67!

��������� 

	 �	��
��� �$ � �$� �!� �
 !( "
	 	����
�
 	�����
��� �	����	� ������

����=�
��� �� 

	 ��
��
	� � �� 	 �� ���	� 
� �	
	����	 �" ��� �%H .������ �& � ��

�� 
� �	 ���������=	� �� ���	� 
� �	
 ��� �� 

	 ������

� �� 2�( �67!( /� 
�
���


�		 �
 �
 ! ��
��
	� 
��	 
� �	 ���������=	� 
� �

�	�	 

	 	�
�������(

-� �� �����
��
���� 

	 �������� 	�����	 �� �� �)! ���� �	 ���$	� �
 ���� 

	
����
 �� ��	� �	�	���	� 
	�	( &��	�	�� 

	 � �����

 �	��� ��	�
�
�� 
� =	���


�� 
��	 ��	� ��
 	�
���
 

	 ���� 
����	��
�( "
	�	���	� �� �6! ���� ���� �	
���
���	� ���	O�( #	���	 ������ 

	 	�����	�� 

	 ��	 �� 

	 ���	���=	� ��	

���


	��	� ��� 

	 �	
	�����
��� �� ��������
� 
���������
���� �� 

	 ����� �� �
 !
���� �	 ����
�
	�(

8



� �


���
�� ��������
��
���

"
	 
���������
��� �� 

	 ��	��
�� 	 � �
 ��� � ���
 ! ���	� � � �! ��� � ���
 !
�

������ 
�

	������℄	 	�����℄ � 	
� �60!


���� �	 �	
	����	� ���� 

	 ���	���=	� ��	

��� 

	��	� �� 

	 ��������� ���(
1��
	 

	 ����� 	�	�	�
 ��

	�����℄ � "��� * �" � �� � �68!

��� �
� ���	��	 ������� ���� 

	 ��G���
 �� 

�� 	���
��� ��

	������℄ � "�
�
�� * �"� � �� � �?@!

�
	�	 

	 �
�� �	��
	� 
����	� 
��G���
���( D������� 

	�	 	���	������ ��
�
�60!� ��	 	�
���
	�� 
����	 �����

� �� �	�	��
��� �� �
�

 �
	� �	��
	� 
� �
���	�� 
������
��� �	�� 
� � ���	�
�
 ������	� 	���	�����( /
 �� ���	 
���	��	�


� .��
 ���
���� 2�( �60! ��

 	�����℄� ��� 
� ���$ ��
 

	 
	��� ��
��
�	
 ��



	 �	�	��
���( %��������� �� 

	 
�	Æ
�	�
� �� �� ��� �� �	��� 
�

�" � �% � �" � �
 � � �? !

"� �
 * �
��"* � �
��" � "� �
 � * �"� �
 � * ��"� �
 � � �?)!

/
 �� 

	 �	

�� �
 � �
�

 ���
 �	 �	
	����	� ���� 

	�	 	���
����( /
 �� ��	���

� �	���
	 2�( �?)! ��

 ��
��
	�

�� � "��� * �"� � ��"� � �?5!

�

��� �� 

	 �	

��� �
 ��� �
 �� �	��	

��	���

��
�
 � ��

�
 � � �?6!

"
	 ��
��� �� ���
 
��	 �� ���	��	� ���
� � ���
	 �
 �	�
���	� 

	 �

��� ��

	�����℄ �� 	� �
�

 	
 ���	�
���	( %���	��	�
��� 

	 �	

�� �
 � �� �	
	����	� ��


	 �	��
���

�
 � � �
��
� ���%

� �"��� * �"�* ��"�!�� �"��� * �"� � ��"�! �
 � �??!

�� � ���

��� �� �" ��� �
 �� �	����	�(

 @



 !"�
��� �# �����

"
	 ����� �� �)! �� ��	� 
� �	�
���	 ��
�
���� �� ����
�� �	

���
� ��� �
 ��
�������
�
 �?� 8℄ 
� 

	 ����� �� ���������� ���
	������� ��� � �!( "
	 ���
��
���
�
��� ���	� �� ���
	������ �	��� $����� 	����
�
 	���	������ ��� 

	 �����


�� 
�� 	�	�	�
� �� 

	 ����� �� �)! ��	 ��
���	� 	�����( /� ����
�� �	

���
��
�� � .��
 �
	� ��	 ������� 	�
�����
	� 

	 �	��
���

	������' � ��
)℄ � 
���'
)!��� � ����'
)!��
 � �� � �?>!

�' � '��
 � ��
 � ��
 �  � �?7!

�� �� 	�������� �)>! �� 

	 	����	�
��� 	�����
��� 

	 �����	 ����	�
�	� �� 

	
�)�)! D���� ��
��
	�( "
	 

�		��	

�� �' �	
	����	� ��

 

	 ���� �� ��
�
����
��
� ��� 

	 
������ ����	� @ 	 ' 	 6(( 2�( �?7! �� ��	
��� ���
	 

	 ��
��� �� 

	
	����	�
 ��� 

	 �	
��� 
	�� �� 

	 ���

 ��	 ������
����� 
� 	�

 �

	�( -�
��� �	�
���	� �	���	 

�� �� ��	 
� 

	 ��

 

�
 

	 ����� �� �)! 
�� ���$ ��	�
�������� 

�
 ��� 
��
	�	�� �)�)! ��
��
	� ��	 ���
���	� �� 	�

 �

	�( 1��$���

��
 

	 �����

 �� 
�� ��
�
���� 

���

	��=	� �� �' ��� �)� �	��	

��	��� ��	
��
����

	������* � ��
)℄ �
�

���'
)! 
���)
)! * �' � �)

�
��

�� �����'
)! 
���)
)!��
 * 
���'
)! ����)
)!���

*����'
)! ����)
)!��
 � ���! � �� � �?0!

"
	 �	

�� �* �
�

 ����
� ����� 

	 ���� �� 

	 
�����	� ��
�
��� 
�� �	 �	��
�' ���	

��(

2��( �?7! ��� �?0! ��	 �	���	� 	����� ���� 

	 ��	

��� �	

��( ,���
� ���
	
���� 

	 ����
�
�	� ��
����
	� �� 

	 �	����
��� �� 2�( �58!( "
	 ��	

���


	��	� �5)! ������	� 

	 ���G	

��� ��	��
��� �� ���

 ��! � � � )!! �
�

 ���
�� �)! ��	 ����� ���� �)0! 
� �	

�� �
�' � �� � '�
'� � '�

�
 

)
��� � ��
 � ��! � �?8!

����� 

�
 

	 ��	��
�� �' � �� 
�� 	��	�����	� '� � �'� "
�� ���	���
	�� �	�
�����
	� 2�( �?7! ���

���
��� * ���
��� � 	������' � ��
)℄ � �>@!

1��
��� ���� 

	 ���

�
�������	 �� 2�( �6>! ��� 

	 �����	
	�� �"� � 
���'
)!�
�" � � ����'
)!��
! ��� ��������� ��� �%�� �%!� ��	 .��� 

�
 �$		� � � @ �� ����!

*� � 
���'
)! 
���)
)! * ����'
)! ����)
)!��
 � ��� � �> !

�* � �
���)
)! ����'
)!��
 * 
���'
)! ����)
)!���

*����'
)! ����)
)!��
����! � �� � �>)!

"
�� �	�����
	� ���		� 2�( �?0! �	
���	 � 
���
��	� ��

 

	 �������� 
����
�����

 �� 

�		 ���	������( K�
	 

�
 

	 �	���
� 
��	 �		� �	���	� 
	�	
��

��
 	����
�
�� 	�������� 

	 	����	�
���� ������	�(

  



$ !"�
��� �# �����

"
	 	�����	 �� �� �)! �� 	�
	�
����� �� 

	 �	��	 

�
 ��! 

	 �����

 � ��
��	�
�
���� =	��� ���! 

	 ��	

��� 

	��	� ��� �
� ���	���=	� �	����� 
���
��	�
��� ����! 

	 ��
��
	� � ��� � �� 2�( �66! ��	 ���
���	� �� 	�

 �

	�( K��	
�� 

	�	 ����	�
�	� 
���� ��� �� �
 !� 
 � 5� ��� �� �
�

 �� ������	 �����	


	�����	� 
� �����
��
	 

	 #%&�
������
��� ���	( -����
�
 ���������
� �� 

	


���� ��� ����

����	� 

���

	���
�
 ����������� �� � ��	����
 �

��	�
 ��
 �

��	� ��
 
��	 ��� �
��

���� 
���	��	�
	� �� 

	 ��	�	�
 
��
	�
( "� ���	 �
���
������ 	�����	� �� �6! ���� �	 �
���	� �	���(

"
	 ��
	�	�
��� ����
 �� 

	 �	��

��� �� 

	 ��	

��� 

	��	� ��� �� 	�	�	�

�� �� �6! 
� ���	�� ����( 9	
 �� �����	 

�
 

	 
�	Æ
�	�
� ��� �! ! �� 

	 ���	��
�� � �� 2�( �)>! 
��	 �		� �	
	����	� ���	 ���! � 	������℄! �� ������� 

	


���

	���
�
 ���������� �� � ��� 	�������� 2��( �5@! ��� �5 !�

	������℄ � ���� * �� �! � �� * ��� �! � ��!� * ��� �! � ��!� �>5!

�

�
�� * ��

 

)
�!
�

* ��
 

)
� �!� �! ! � �!

�
��

*

�
��� * ��

 

)
�!
�

! �! * �� �!� �! * ��� �!� �! !� �!

�
� �� �

��� 

�
 

	 �	��

��� 
�� �		� 
����	� ��
 ��� 2�( � 8!� ����� 

	 ��
�����	
��
�� 

	 � �����

( -�
	���
��	��� ��	 	������ ������� �58! ���	� �� 

	 �	
������

�	��
����( "
	 ������
�
 ��� 
���
 
	��� �	�� 
� �	

��� ��

 

��� ���	�� �� �!
�
 ���
( -� �� ��	�
�
�� �	�
� ��� ���

�
�������	 �� �>5! ���
 
����
	 �
�



�� ��
 
������ ���� ��� 

	 ���
 
�� 
	��� ���
������� ���

� �! � ��� � �!� �!! � ��℄ � )�� �!�� �!� �! !� � �� � @ � �>6!

�� ������� ���� �))! �����	� 
� 

	 ����
�
� �� 
���� ���
$	
�( <��������� ��� 

	
����

 
	�� ��	 .���

� �! � ��� �� �!� �! !� �!� � ��℄ � )�
�
�!��� �!� �! !� �!�

�
� �� � @ � �>?!

,��

	����	� ��	 �
��� ����� 

	 ���	 ���	 

�
 

	�	 
�� 
	��� 
����
	
����� 

	��	��	��

�� �!� �! ! � ��� �� �!� �! !� �!� � ��℄ � )�
�
� �!� �! !��� �!� �! !� �!�

�
� ��

� @ � �>>!

&	�
	� �� 

	 ���
	�� �� :���	���=�
����; ����� 
����
��� ���	�� 
������
����
�� 

	 �
� �  ! ��
��
	� �� ����	 ��
������ ��� �� �6!( "
	� ���� 

	 �����

��� ��	���� ������	��� ����
��
	� ��

 

	 	�	�	�
 �! � ��( E������ �>5! �
 ��
�
����

������� 
� ��! ���
���� 
�� 	�	�	�
� 	������℄ ��� 	�����	℄ �� �� �6!�
���! �	��
	 

	 �����

 
� ���	�� ���� �� �	������ 

	 �����	 
	�� ������
�
 ��
�� �� ������� 
� �6>! ��� 
� ����! �		����	�
��
	 ����� 

	 ��	�
���
��� �� �67!(

 )



% ��

��� ��� &
�
���
��

/
 
�� �		� �
��� 
�� 
� 	����
�
�� 
��
���
	 #%&��	��
���� ��� 

	 �����
�� �
 !( "
	 	��	�
��� ����	��	�
� ��	 ��! 

	 ����	�
� 

�
 �����

� �� �	��
	��
��� �� � �� �
 ! ��	 	���	�����	 �� ���	�� 
������
���� �� �	�	��
���� ���
���! 

	 �	��

��� �� 

	 ��	

��� 

	��	� 
� ���	���=	� ����( /
 
�� �		� ���
���	� 

����
��
 

�
 

	 ��	��
��� ������	� 
��	 �� �	�	�	��
	 	��	�����	�
�

�� 
��	 
���� �	 ��
���	� ����� 

	 ���	� �
��� �� � 0℄� ��� 	�����	!( "
	
��	�	�
 ������

 �� ��� �	�
��

	� 
� 	����	�
��� ���

���� �� ��	��
��� �
�

�

��	�	�� �		�� 
� �	 

	 ���
 �����
��
 
��	 �� �
���
�( -����
�
���� �� 

	�	
�	���
� ��	 	��	

	� 
� �	�� ��

 
�
	�	�
 �
�
	� ��� 

	 ����� �� �
 !� ��	���
��� 

	 �	�
���
��� �� ���	�� ��

 
 �	�	��(

#�

 �
	��� ��! ��� ���!� ��	 ���	� �� � ������� �� �
��

��	 �� 

	 ���	���
���
 !� �( 	(� 

	 ��	
�.
 ���� �� 

	 ��
�
����
�
�� �  ! �
�

 ��	� ��

	���
 ��� ��� 9�	 ���	����( "
	�	���	� 

	 �	�	����=�
��� �� 

�� ������

 
�
�

	� ������ �� �������	 �
	�	�	� 

	 �����
� �� 
�� �	�	��
��� �	.�	� ���

	�
	�	�	�
 �� 

	 �������� ���	���( /� �	�	���� 

�� �� ������
		� ���� ��� 

	 �	�
�����
�� 

	 
����
�
��( "� ��
 �
 ��'	�	�
��� 

	 9�	 ���	��� ���
 �	 
���	�
���	� ��

 
����
�
��� 
�� ��
�
����
�
��� �� �
� 	�	�	�
�( -���
 ����
�� �
 !� 

�� ����	�
� ���� 
���� ��� 

	 �	�	��� ���	�� ����� �� 
 ���	�������
+��
 !� ��� 	�����	(

'������
��

�P℄ <�����
	� �� 

	 <���� K�
����� <
�	�
	 ,�����
���(

� ℄ ,( "( -�	


�� 2( %���
	��� +( L�����	� ��� &( "
����� D
��( +	�( - �

� 87)! ))  

�)℄ E( C( #���	�� D( &( A����� ��� <( %( <��$��� C( D
��( - � � 87)! ???(

�5℄ E( C( #���	� ��� +( A	�������� C( D
��( - � � 87)!  @65(

�6℄ Q( �( #	���� K( 9( #���=�� Q( "����� ��� -( ������ -��( D
��( ��� � 878!
)>

�?℄ 9( %( #�	�	�
��� ��� C( 9��
$� �����
� �������� 	� ��
���� ���
	

�

�9������ -������ 1	��	�!  80 (

�>℄ -( #����
 ��� A( E���	=��� -��( D
��( ��� � 88@!  07(

�7℄ L( %���
�� A( �( %
���$��� C( ,���� ��� ,( Q( /=��	�	� �� ���
�

�	
  ��
�
�	��� 	� !�


	

� 
�� ��
���� ��
���
� L( %���
� ��� C( ,��� �	��!�
9	

��	 K�
	� �� D
���
� 85 �<�����	�  878!

�0℄ 2( 2��$���� C( Q�

( D
��( 	 � 8>0! 78@(

 5



�8℄ +( L�����	� �	� �����
" �	� 
�����

" 
�� 
��� �# ���	� 
���	

�	��
� C�
�
1��	� R <��� �K	� S��$�  876!(

� @℄ +( L�����	� C( Q�

( D
��( �� � 876! )@8@(

�  ℄ +( L�����	 ��� #( S���� C( %
	�( D
��( �� � 808! 8 7(

� )℄ 1( L�	��	� ��� #( QT���	�� ��
������
�
�	$� %�	� &' �������	��� �&����
A	�
�

� "
��!  88@(

� 5℄ D( +( &������ (	�	�� )	���
	��
� *�
��� ��

�
� �K	� S��$� ��� K���

����!  8?0(

� 6℄ %( /
=�$��� ��� Q( K��	��	��� +	�( Q��( D
��( 
	 � 8>>! 8?(

� ?℄ 1( Q���	� C�(� �������� +����
 
�� ���	� ����	

�	��
� �K	� S��$� -
��
�	��
!  87)(

� >℄ -( D	�	������ +����
�	��� !������� ��
��
 
�� ���	� ����	

�	��
� �#	�����
<�����	�!  80>

� 7℄ E( +
�����

��� Q( <		

������� <( <( ������ C( D
��( - �� � 808!
9 @08

� 0℄ E( +
�����

��� Q( <		

������� <( <( ������ ��� C( Q��� -��	�� C(
D
��( - �� � 88)!  ?)7(

� 8℄ 9( <

�
=	� ��� <
( 1	��	�
 �
� �	 ������
	� �� D
��( +	�( -!

�)@℄ C( "����	�� D
��( +	�( - �	 � 885! )>)7(

�) ℄ +( Q( 1��
��� C( Q�

( D
��( 	� K�( 6� � 8>7!� 8>)

 6


