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▼❡♠♦r②✲❛ss✐st❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✉♠ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭▼❆✲▼❉■✲◗❑❉✮ ✐s
❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❛✐♠s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❛t❡✲✈❡rs✉s✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ◗❑❉ s②st❡♠ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❞❡✈✐❝❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉rr❡♥t ◗❑❉ ❧✐♥❦s t♦ q✉❛♥t✉♠
r❡♣❡❛t❡r ❜❛s❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❤✐❧❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡rs✱ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ r❡❧✐❡s ♦♥ q✉❛♥t✉♠
♠❡♠♦r② ✭◗▼✮ ✉♥✐ts✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r s✉❝❤ ◗▼s ❛r❡ ❧❡ss ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡rs✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ str✉❝t✉r❡ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ♦♥❧② ❛
s✐♥❣❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ◗▼✿ ❛ ♥✐tr♦❣❡♥✲✈❛❝❛♥❝② ❝❡♥t❡r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❛✈✐t② ✇❤❡r❡ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣✐♥
✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ✐ts ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r st♦r❛❣❡✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡
❜✉t ❡✣❝✐❡♥t ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ r❡s✐❧✐❡♥t t♦ ♠❡♠♦r② ❡rr♦rs ❛♥❞ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜❡❛t✐♥❣✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
r❛t❡ ❛♥❞ r❡❛❝❤✱ ❡①✐st✐♥❣ ◗❑❉ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤✐s s❡t✉♣ t♦ ❛
q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r s②st❡♠✱ r❡❛❝❤✐♥❣✱ t❤✉s✱ ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s✳
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◗✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡rs ✭◗❘s✮ ♦✛❡r ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ q✉❛♥t✉♠ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭◗❑❉✮ ❬✶✕✹❪✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s
♦❢ ◗❘s ❛r❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s ✭◗▼s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ◗▼s ❛r❡
t♦♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦✇ ❤✐❣❤✲r❛t❡ ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛t ❧♦♥❣
❞✐st❛♥❝❡s ❬✺✱ ✻❪✳ ▼❡♠♦r②✲❛ss✐st❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞❡✈✐❝❡✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ◗❑❉ ✭▼❆✲▼❉■✲◗❑❉✮ ✐s ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ✜rst
st❡♣ t♦✇❛r❞ t❤❛t ❡♥❞ t❤❛t ❝❛♥ r❡❧❛① s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ◗▼s ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛❧❧♦✇s t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❛t❡✲✈❡rs✉s✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ◗❑❉ s②s✲
t❡♠ ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ r❛♥❣❡ ❬✼✱ ✽❪✳ ■t r❡s❡♠❜❧❡s
❛ s✐♥❣❧❡✲♥♦❞❡ q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r ✇✐t❤ ◗▼s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ s✐t❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♦♥ t❤❡ ◗▼s ✐♥ ✉s❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢
◗▼s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ♥✐tr♦❣❡♥ ✈❛❝❛♥❝② ✭◆❱✮ ❝❡♥t❡rs
✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥✲
❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❛ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉
s❡t✉♣ ❬✾✕✶✶❪✳ ■♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡s ♦❢ t✇♦ ◆❱ ❝❡♥t❡rs✱ s✉❝❤ ❛ s❡t✉♣ ❝❛♥
♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥♦✲♠❡♠♦r② s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s s♦♠❡ ♦t❤❡r ♠❡♠♦r②✲❛ss✐st❡❞ s❡t✉♣s✱ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡✲
t♦✲❤✐❣❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② ✉s❡s ♦♥❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ❢♦r st♦r✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✱
✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡
s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♦✉r s❝❤❡♠❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐ts s✉♣❡r❜ ♥♦✐s❡
r❡s✐❧✐❡♥❝❡✱ ♠❛❦❡s ♦✉r s❡t✉♣ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ s❡t✉♣ ❞❡♣❡♥❞s

str♦♥❣❧② ♦♥ ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ ◗▼s ✐♥ ✉s❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
❧✐❣❤t✳ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
✇❤❡♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥♦✲♠❡♠♦r② s②st❡♠✱ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥
r❛t❡ ✐s ♥♦t t♦♦ s❧♦✇✳ ❚❤❛t ✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❛ r❡♣❡✲
t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s✲t♦✲❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ▼❍③✳ ❚❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t ❜② ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ◗▼s✱ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✳ ◆❱

❝❡♥t❡rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛r♦✉♥❞
✷✵ ♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ▼❆✲
▼❉■✲◗❑❉✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ s♦♠❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
t❤❛t ❛♥♥♦✉♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ✉s❡r✬s st❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st♦r❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ◗▼✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✐s t♦ t❡❧❡♣♦rt t❤❡ ✉s❡r✬s
st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ◗▼ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐❞❡ ❇❡❧❧✲st❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✭❇❙▼✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ st❛t❡ s❡♥t ❜② ❡❛❝❤ ✉s❡r ✇✐❧❧ ✐♥✲
t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥✲
t❡r♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉♣♦♥
❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❇❙▼✱ t❤❡ ✉s❡r✬s st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❡❧❡♣♦rt❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ◗▼✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❇❙▼ ♦♥ ♣❤♦t♦♥s ✐s ❤❡r❛❧❞❡❞
❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧✐❝❦ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❇❙▼ ♠♦❞✉❧❡✳

❲❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ r❛t❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ◗▼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❡st r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛♥ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ s❡t✉♣✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❛ ◗▼ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r✐❡s ✐♥ ✉s❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ✉s✐♥❣ t✇♦ ◆❱ ❝❡♥t❡rs ✐♥ ❞✐❛✲
♠♦♥❞✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✱ ❛s ◗▼ ✉♥✐ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥✲◗▼ ❡♥t❛♥❣❧❡✲
♠❡♥t✱ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♦♥❡✲s✐❞❡❞
♠✐❝r♦❝❛✈✐t②✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❛✈✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ s❡t✉♣ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ t❡❧❡♣♦rt t❤❡ ✉s❡r✬s
st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡
s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✾✱ ✶✷❪✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛
s②st❡♠✱ ✐♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② r❛t❡
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ♦t❤❡r s✐♥❣❧❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ◗▼s✱
s✉❝❤ ❛s q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✱ tr❛♣♣❡❞ ✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♣♣❡❞ ❛t♦♠s✳
❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ◆❱ ❝❡♥t❡rs ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ♠✐❝r♦❝❛✈✐t✐❡s
♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ ♦t❤❡r ◗▼s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✾❪✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠
t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ◆❱
❝❡♥t❡r ❬✶✸✱ ✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❦❡② r❛t❡ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠
t♦ ❞r♦♣ t♦ ③❡r♦ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✺✵✵ ❦♠ ❬✾❪✳ ❖♥❝❡



✷

♦t❤❡r ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦✐s❡ ❢r♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rt❡rs ❬✶✺❪✱ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✱
t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆❱✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ ♥♦✲♠❡♠♦r② ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❜❡❝♦♠❡ ♥❛rr♦✇❡r✳ ■t ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❤❛s
❛ ✇✐❞❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✱ s♦ t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♣❛rt ♦❢
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❋♦r ❛♥ ◆❱ ❝❡♥t❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥
✇❤♦s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ❬✶✻❪✳
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥

♦❢ ❛♥ ◆❱ ❝❡♥t❡r ❛s ❛ st♦r❛❣❡ ✉♥✐t✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ s❡t✉♣ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡
◆❱ ❝❡♥t❡r ❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ s♣✐♥ ✐s st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥✐❝ s②s✲
t❡♠s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✜rst ❧♦❛❞ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✇✐t❤
❆❧✐❝❡✬s ♣❤♦t♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❡✈❡♥t t❛❦❡s
♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♦♥❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✇✐t❤
❇♦❜✬s ♣❤♦t♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✲

✐st✐❝ ❢✉❧❧ ❇❙▼ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝r❡❛t✐♥❣✱ t❤✉s✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜✐t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡rs✳
❋♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡
✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✼❪
❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❜② P▲❖❇✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ♦♥ t❤❡ ❦❡② r❛t❡ ♦❢
r❡♣❡❛t❡r❧❡ss ◗❑❉ s②st❡♠s✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r
♠❛❥♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡
❛♥❞ ❣❛t❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ◗▼ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ✐♥
❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ♣❛t❤ ❧♦ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s
s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st s❡❝✉r❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝✳ ■■ ✇❡

♣r❡s❡♥t ♦✉r s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡✳ ■♥
❙❡❝✳ ■■■✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
s❡❝r❡t ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝✳ ■❱✱
❜❡❢♦r❡ ❞r❛✇✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝✳ ❱✳

■■✳ ❙■◆●▲❊✲▼❊▼❖❘❨ ▼❉■✲◗❑❉

❖✉r s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡
s❡t ♦❢ ▼❆ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ✉s❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❤❡r❛❧❞✐♥❣❀ s❡❡ ❋✐❣✳
✶✭❛✮✳ ❚❤✐s s❡t ❛❧❧♦✇s ❢❛st❡r ✇r✐t✐♥❣ t✐♠❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡♠♦r✐❡s ❬✽❪✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮✱
✇❡ ✜rst ❡♥t❛♥❣❧❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ◗▼✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r❢❡r❡ t❤✐s ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡ s❡♥t ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛t ❛ s✐❞❡✲❇❙▼✳ ■❢ t❤❡ s✐❞❡✲❇❙▼
✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡ ✉s❡r✬s st❛t❡ ❤❛s ✐❞❡❛❧❧② ❜❡❡♥ t❡❧❡♣♦rt❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ◗▼✳ ■♥ ❬✾❪✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡❞ ❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤✐s
♠♦❞✉❧❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝❛✈✐t②✲❜❛s❡❞ ◆❱ ❝❡♥t❡r t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡✱ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ♦♥ ❛♥ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛♥ ❡♥✲
t❛♥❣❧❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r

❝❛♥ ✐❞❡❛❧❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ❜✉t ✐t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠
t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡
r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ◗▼s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡
◆❱ ❝❡♥t❡r ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮✱ ❜♦t❤ ✉s❡rs s❡♥❞
❇❇✽✹ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱ T ✱
t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s✐t❡✱ ❛t ✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛
♣❤♦t♦♥ ✐s ❞♦✉❜❧❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ❡❧❡❝tr♦♥
s♣✐♥✳ ❆t t❤✐s s✐t❡✱ ✇❡ ✜rst s✇✐t❝❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s s❡♥t ❢r♦♠✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧❡❢t ✉s❡r ✭❆❧✐❝❡✮ t♦ t❤❡ ❇❙▼ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✭❜✮ ✉♥t✐❧ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ ❆❧✐❝❡ ✐s t❡❧❡♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✳ ❆t t❤✐s
♣♦✐♥t✱ ✇❡ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♦♥❡✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡✱ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ t♦ ♥♦✇
❞✐r❡❝t t❤❡ ♣❤♦t♦♥s s❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭❇♦❜✮
t♦ t❤❡ ❇❙▼ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤ ❤❡r❡
❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ❛❝t ❧✐❦❡ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♠✐rr♦r✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢❛st s✇✐t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❬✶✽❪✳ ❖♥❝❡
✇❡ ❣❡t t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥✲
t❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❆❧✐❝❡ ✐♥ ✐ts ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❛♥❞ t❤❛t
♦❢ ❇♦❜ ✐♥ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✳ ❲❡ ❥✉st t❤❡♥ ♥❡❡❞ ❛ ❇❙▼ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ s②st❡♠s t♦ s❤❛r❡ ❛ ❦❡② ❜✐t ❜❡t✇❡❡♥
❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❇❙▼ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs ❬✶✾❪✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♥ ♦✉r ❦❡② r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❛t
❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ◆❱ ❝❡♥t❡r t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮
✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ t❤r❡❡✲❧❡❣ q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮✱ ✇✐t❤ ❡q✉✐❞✐st❛♥t s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡✲
♣❡❛t❡r s②st❡♠ ✇♦r❦s ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ◆❱ ❝❡♥t❡rs ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ L0 = L/3✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❜② ❞♦✉❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ◗▼ ❛♥❞ t❤❡♥
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❇❙▼ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ◆❱
❝❡♥t❡rs ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❝❛✈✐t✐❡s✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ s✉❝❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ tr❛♥s♠✐ss✐✈✐t②✳ ❲❡ t❤❡♥ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧
❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❤❛s❡ ✶ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ ♣❤❛s❡ ✷✱ ✇❡ ❝♦♥✲
t✐♥✉❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s✱
❜✉t ♥♦✇ ❞✐r❡❝t t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s t♦ t❤❡ s✐❞❡ ❇❙▼ ♠♦❞✉❧❡s
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤❡s✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧
s✐❞❡✲❇❙▼ ♦❝❝✉rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝ ❇❙▼ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ♦❢ t❤❛t ◗▼
❛s ❜❡❢♦r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s✱ ✉s❡rs ❛r❡
s❡♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ❡♥❝♦❞❡❞ ♣❤♦t♦♥s t♦ t❤❡ s✐❞❡ ❇❙▼✱ ❜✉t t❤❡
♠✐❞❞❧❡ s✐t❡s ❞♦ ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ s✐❞❡ ❇❙▼ ♠♦❞✉❧❡s ✉♥t✐❧
❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ◗▼s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❲❤❡♥
❜♦t❤ ♠✐❞❞❧❡ s✐t❡s ❤❛✈❡ s✇❛♣♣❡❞ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t
✇✐t❤ ❛ s❤❛r❡❞ ❦❡② ❜✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞ ✉s❡rs✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❤r❡❡✲❧❡❣ q✉❛♥✲
t✉♠ r❡♣❡❛t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✉s❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❤❡r❛❧❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥t❛♥✲
❣❧❡♠❡♥t ❬✷✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ◆❱ ❝❡♥t❡rs ✇✐t❤♦✉t ❛
❝❛✈✐t②✱ ❜✉t ✐ts r❛t❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥✲
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❋✐❣✉r❡ ✶✳ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ ✇✐t❤ ✭❛✮ t✇♦ ♥♦♥✲❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s✱ ✭❜✮ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ t✇♦ q✉❜✐ts✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐ts
❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ t❤r❡❡✲❧❡❣ q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ■t
❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐♥ ❛
❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ✉s❡rs✬ st❛t❡s
✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳

♥❡❧ tr❛♥s♠✐ss✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ❝❛✈✐t② ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ r❛t❡ ✐♥
t❤❡ s②st❡♠✳

■■■✳ ❑❊❨ ❘❆❚❊ ❆◆❆▲❨❙■❙

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ s❡t✉♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♥♦ ❡❛✈❡s❞r♦♣♣❡r ✐s ♣r❡s❡♥t✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❦❡② r❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ r❡✲
♣❡❛t❡r s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❆❧✐❝❡ ❛♥❞
❇♦❜ ✉s❡ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ❡♥❝♦❞❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜✉t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❡♠♦r②✲❛ss✐st❡❞ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ t❤❡
♥♦✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s②st❡♠s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡
❞❡❝♦② st❛t❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦✈❡r ❞❡❝♦②✲st❛t❡ ♥♦✲◗▼ s②st❡♠s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ ❬✽❪✱ t❤❡

t♦t❛❧ s❡❝r❡t ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ◗❑❉
♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡♥ ✐❞❡❛❧ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ Z ❜❛s✐s ✐s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t❤❛♥ t❤❡ X
❜❛s✐s✱ ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

RQM =
RS

NL (PA, PB) +Nr
Y QM
11 (1−h(eQM

11;X)−fh(eQM
11;Z)),

✭✶✮
✇❤❡r❡ PA ❛♥❞ PB ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s✐❞❡✲

❇❙▼ ♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✬s s✐❞❡❀ Y QM
11 ✐s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❇❙▼ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡♠♦r✐❡s ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ❩ ❜❛s✐s✮❀ eQM
11;X

❛♥❞ eQM
11;Z ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡

✭◗❇❊❘✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ✐♥ t❤❡ X ❛♥❞ Z ❜❛✲
s✐s ✇❤❡♥ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ s❡♥t ❜② t❤❡ ✉s❡rs❀ f ✐s t❤❡
✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥❀ h(q) = −q log2 q − (1 −
q) log2(1 − q) ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡♥tr♦♣② ❢✉♥❝t✐♦♥❀ RS = 1/T
✐s t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡❀ NL ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s
t♦ ❧♦❛❞ ❜♦t❤ ♠❡♠♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 1/PA + 1/PB ❀
❛♥❞✱ Nr = ⌈τr/T ⌉ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉♥❞s
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ◗▼✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❛♥② ♦t❤❡r r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡s❡ t❛s❦s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② τr✳
■♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡rr♦r
r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐✈❛❝② ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ ❦❡②s✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❝♦✉♥t r❛t❡s t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳
■❢ ✇❡ ✉s❡ ✐❞❡❛❧ s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡s✱ ❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡✱

Y QM
11 ✱ eQM

11;X ✱ ❛♥❞ eQM
11;Z ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝♦②✲st❛t❡ ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ ❦❡② s❡tt✐♥❣ ❬✷✶✕✷✸❪✳ ❆❧✲



✹

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✭n✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭e✮ s♣✐♥s✳
❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❆ ✭❇✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
s♣✐♥ ✇✐t❤ ❆❧✐❝❡ ✭❇♦❜✮ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ st❡♣ ❛♥❞ ✐ts r❡q✉✐r❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✜♥✐t❡✲s✐③❡ ❦❡② ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤✐s
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❜❡tt❡r ❧♦ss t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤✐s ✐ss✉❡ t❤❛♥ ✐ts ♥♦✲◗▼ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❆✳ ❚✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧

❋✐❣✉r❡ ✸ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ♦✉r ♣r♦✲
t♦❝♦❧ ❛♥❞ ✇❤❛t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥s ✇♦✉❧❞ ❣♦ t❤r♦✉❣❤✳ ■♥ st❡♣ ✶✱ ✇❡ tr② t♦ ❧♦❛❞
❆❧✐❝❡✬s ♣❤♦t♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡
◗▼✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s τinit✱ ❡♥t❛♥❣❧❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ✐t✱ t❛❦✐♥❣
τint✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞♦ t❤❡ s✐❞❡✲❇❙▼✱ t❛❦✐♥❣ τM ✳ ❖♥❝❡ ✇❡
❣❡t t♦ ❇♦❜✬s ♣❤♦t♦♥ ✭st❡♣ ✸✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ s♣✐♥ ❡❝❤♦✱ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τdis✱
t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❛♥❞ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥② ❜❛❝❦ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st♦r❡❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥✳ ❚❤❡ ❢❛st❡st ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② T = τinit+τint+τdis+τM = τw✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢❛st❡r ❢♦r ❆❧✐❝❡✬s ♣❤♦t♦♥ ❛t T = τw − τdis✱
❜✉t ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✬s ♣❤♦t♦♥s✱ ✐♥

❋✐❣✳ ✸✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥
t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✭st❡♣ ✷✮✱ t❛❦✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
τswap✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❇❙▼ ♦♥ t❤❡ t✇♦
s♣✐♥s ✭st❡♣ ✹✮ t❛❦✐♥❣ τBSM✳ ■♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡✱ τr = τswap +
τBSM + τinit✳

❇✳ ❊rr♦r ❆♥❛❧②s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❊q✳ ✭✶✮✱ ✐♥ ♦✉r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞
✐♥ ❬✾❪ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✱
❧♦ss✱ ❞❛r❦ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤♦s❡ ❡rr♦rs✱ ❤❡r❡✱ ✇❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡rr♦rs
✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡✲q✉❜✐t

❧♦❣✐❝ ❣❛t❡ Rk ♦♥ s♣✐♥ k = e, n✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t
st❛t❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ρen ✉♥❞❡r❣♦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✿

ρen →(1− pk)RkρenR
T

+
pk
3

(XkρenXk + YkρenYk + ZkρenZk) , ✭✷✮

✇❤❡r❡ Xk✱ Yk✱ ❛♥❞ Zk ❛r❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s♣✐♥ k
❛♥❞ pk ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ♦♥❧② t✇♦✲q✉❜✐t ❣❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✲❩

✭❈❩✮ ❣❛t❡✱ ✇❤♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρen →(1− pCZ)OCZρenOCZ

+pCZ/3(XeXnρenXeXn)

+pCZ/3(YeYnρenYeYn)

+pCZ/3(ZeZnρenZeZn), ✭✸✮

✇❤❡r❡ OCZ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❈❩ ❣❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡rr♦r t❡r♠s ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡❛r P❛✉❧✐ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❇✉t✱ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢

t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛♥② st❡♣ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡
❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠♦st❧② ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
▼❛♣❧❡✳ ■♥ s❤♦rt✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ✜rst ♦❜t❛✐♥ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◗▼s ♦♥❝❡ t❤❡ ✉s❡r✬s st❛t❡ ✐s ❧♦❛❞❡❞ t♦ t❤❡♠✳
❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ PA ❛♥❞ PB ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s ❧♦st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❛❞t✐♠❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❬✾❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮✱

✐✳❡✳✱ Y QM
11 , eQM

11;X ✱ ❛♥❞ eQM
11;Z ✳

❈✳ ❚❤r❡❡✲❧❡❣ ❘❡♣❡❛t❡r

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮✳
❇✉t✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r✱ ♦✉r s❝❤❡♠❡ ✐s q✉✐t❡ r❡s✐❧✐❡♥t
t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❣❛t❡ ❡rr♦rs✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛
r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② r❛t❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣❡❛t❡r s❝❤❡♠❡
♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡
Trep t❤❛t ✐t t❛❦❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛✇ ❦❡② ❜✐t ❜❡t✇❡❡♥ ❆❧✲
✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡
Tent t❤❛t ✐t t❛❦❡s t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s✱ t❤❡
t✐♠❡ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s t♦ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s✱ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❇❙▼ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t✇♦✱ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ◗▼s
❛❣❛✐♥✱ ✇❤♦s❡ s✉♠ ✇❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❜② τr✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
t✐♠❡ Tload ❢♦r ❧♦❛❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s ✇✐t❤ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜
♣❤♦t♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Trep = Tent + τr + Tload, ✭✹✮

✇❤❡r❡

Tent ≈ T0/Pent ✭✺✮

✇✐t❤ T0 = (L/3)/c ❜❡✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❦ ✭✇✐t❤ c ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✮ ❛♥❞

Pent = (1/2)(ηηsηcηd)
2e−(L/3)/Latt ✭✻✮



✺

❊♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ η 0.9

❈♦♦♣❡r❛t✐✈✐t②✱ ❈ ✺✵

❙✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ηs ✵✳✼✷

❋r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ηc ✵✳✻✽

❉❡t❡❝t♦r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ηd ✵✳✾✸

❉❛r❦ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❬✷✹❪ ✶ ❝♣s

❆tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ Latt ✷✺ ❦♠

❙♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ✜❜❡r✱ c 2 × 108 ♠✴s

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ τinit ✶✶✳✺ ♥s

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ τint ✶✵ ♥s

❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ τM ✶ ♥s

❙✇❛♣ t✐♠❡✱ τswap ✶✳✶ µs

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❇❙▼ t✐♠❡✱ τBSM ✶✳✺ µs

❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ±π

2
Y 10−3

❣❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✱ pe

❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❩ ❣❛t❡✱ pCZ 2 × 10−4

❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ −π

2
Y 10−3

❣❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✱ pn

❚❛❜❧❡ ■✳ ◆♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

❜❡✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥✲
t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡r❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❡♥t❛♥✲
❣❧❡❞ ✇✐t❤ ◗▼s ❛♥❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❇❙▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦✳ ❍❡r❡✱ η ✐s t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✱ ηs
✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❛t
♠♦❞✉❧❡✱ ηd ✐s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ηc ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♥✈❡rt❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ Latt ✐s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ❊q✳ ✭✻✮✱ ηηsηc r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✱ η2d/2 r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ ❇❙▼ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ exp(−L/3/Latt)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧♦ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✮✱

Tload ≈ (3/2)T/PA, ✭✼✮

✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❧♦❛❞ ❜♦t❤
♣❤♦t♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t PA = PB ❬✽❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡
t✐♠✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② r❛t❡
♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮ ❜② Rrep = 1/Trep✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s
✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡♠♦r②
❡rr♦rs ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳

■❱✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞
s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ P▲❖❇ ❜♦✉♥❞
♦❢ ❛ r❡♣❡❛t❡r❧❡ss ◗❑❉ s②st❡♠ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✼❪✳ ❋♦r ❛
♣✉r❡✲❧♦ss ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐✈✐t② ηT ✱ t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s❡❝r❡t ❦❡② r❛t❡ ♣❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ✐♥
❛ r❡♣❡❛t❡r❧❡ss s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② log2(1 − ηT )✳ ■♥ ♦✉r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ηT = exp(−L/Latt)ηd✳ ❲❡
♠✉❧t✐♣❧② t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❜② r❡❧❡✈❛♥t ❝❧♦❝❦ r❛t❡s ✐♥ ♥♦✲◗▼
s②st❡♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❦❡② r❛t❡✳ ❲❡
❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❧❡❣ q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❙❡❝r❡t ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡s ✈❡rs✉s ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦✲◗▼ s②st❡♠ ✭P▲❖❇✮ ❞r✐✈❡♥ ❛t ✶✵✵ ▼❍③ ✭❧♦✇❡r
❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ ✶ ●❍③ ✭✉♣♣❡r ❝✉r✈❡✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✇♦✲◗▼ s❡t✉♣
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✱ Te✱ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✸✵ ♠s t♦ ✶✵✵ ♠s✳ Tn r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✳

s❝❤❡♠❡ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✭❝✮✳
❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✉♠ ❞❡✈✐❝❡s✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡rs ✐s t❛❦❡♥
❢r♦♠ t❤❡ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬✷✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❛❧s♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rt❡rs t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ◗▼✲❞r✐✈❡♥ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠
♣❤♦t♦♥ s❡♥t ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❧♦ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✲
❇❙▼ ❞❡t❡❝t♦rs ❬✷✻✱ ✷✼❪✳

❆✳ ❙✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉

❋✐❣✉r❡ ✹ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢
♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✿ t❤❡ P▲❖❇ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲◗▼
s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ♦✉t♣❡r✲
❢♦r♠s t❤❡ P▲❖❇ ❜♦✉♥❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ✹✵✵ ❦♠ ✐❢ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣❡❛t❡r❧❡ss s②st❡♠ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✐❞❡❛❧
s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ r❛t❡ ♦❢ ✶ ●❍③✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ P▲❖❇ ❝✉r✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ r❛t❡
♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s♦✉r❝❡ ✐s ✶✵✵ ▼❍③✳ ❚❤✐s s♦♠❡❤♦✇ r❡♣❧✐❝❛t❡s
t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡s✱
♦♥❡ ♠❛② ✉s❡ t❤❡ ❞❡❝♦②✲st❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋♦r ❞❡❝♦②✲st❛t❡
❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♣❡r s✐❣✲
♥❛❧ st❛t❡ ✐s ✵✳✺✱ ♦♥❧② ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❣❧❡✲
♣❤♦t♦♥ st❛t❡s✳ ■❢ ♦♥❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ st❛t❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡❝♦② st❛t❡s✱ ♠❛②
❜❡ ✉s❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✶✵✪✲✷✵✪ ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡s s❡♥t ✇✐❧❧ ❝❛rr② s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ st❛t❡s✳ ❚❤❛t ✐s ❡✈❡♥ ✐❢
✇❡ s❡♥❞ ✶ ●♣✉❧s❡✴s✱ ♦♥❧② ✶✵✵✲✷✵✵ ▼♣✉❧s❡✴s ✇♦✉❧❞ ❝❛rr②
s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r P▲❖❇ ❝✉r✈❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✹ s❤♦✇s t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❢♦r ❛♥
✐❞❡❛❧ s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✵ ▼❍③✳



✻

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❙❡❝r❡t ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡s ✈❡rs✉s ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ✇✐t❤ ♥♦✲◗▼ ▼❉■✲◗❑❉ ❞r✐✈❡♥ ❛t ✶ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ♦❢
❋✐❣✳ ✸✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✸✵✵ ❦♠✳
❖✉r s❝❤❡♠❡ ♦✛❡rs ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r r❛t❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡

t✇♦✲◆❱✲❝❡♥t❡r s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾❪ ❛t s❤♦rt✲t♦✲♠❡❞✐✉♠ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s✱ ❜✉t ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❡❝✉r✐t② ❞✐st❛♥❝❡
❜② ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ❦✐❧♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥
r❛t❡ ✐s ♣❛rt❧② ❞✉❡ s❧♦✇❡r r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡s✳ ■♥ ♦✉r s❝❤❡♠❡✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞♦✐♥❣ s♣✐♥ ❡❝❤♦ ✐♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s
❛r♦✉♥❞ τdis = 20 ♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧♠♦st r❡❞✉❝❡ t❤❡
r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦✳ ❲❡ ✐♥st❡❛❞ ❞♦ t❤❡ ♠✐❞✲
❞❧❡ ❇❙▼ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜✉② ✉s ❛ ❢❛❝t♦r
♦❢ t✇♦ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ♥♦ ❡rr♦rs ✐♥ ♦✉r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❇✉t✱ t❤❡♥✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡♠♦r✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛s ✐♥ ❬✾❪✱
✇❡ ❞♦ ✐t s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ st❛rt✐♥❣ r❛t❡
❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✾❪ ✐s ❛ ❜✐t ❤✐❣❤❡r✳ ❆s ✇❡ ❣❡t t♦
❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐ss✉❡ ✇✐t❤
❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✾❪✱ ✇♦✉❧❞ ❦✐❝❦
✐♥✱ ✇❤❡r❡❛s ♦✉r s✐♥❣❧❡✲◗▼ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥s✱ ✐s st✐❧❧ r❡s✐❧✐❡♥t t♦ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❡rr♦rs✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❡❝✉r✐t② ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠✲
♣r♦✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❣✐✈❡s ✉s s♦♠❡ ♠♦r❡ ✐♠♠✉♥✐t② ❛❣❛✐♥st
♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ t❤❛t ♠❛② ❡①✐st ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❡t✉♣✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮
✉s❡s ❛❧♠♦st ❤❛❧❢ ♦❢ ♠❛❥♦r ❞❡✈✐❝❡s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡
♦❢ ❘❡❢✳ ❬✾❪✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❛t❡ ♣❡r r❡✲
s♦✉r❝❡s ✉s❡❞✱ ❛s ❛ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s
♦✛❡r s✐♠✐❧❛r r❛t❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✉s❡s ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s
❝♦✈❡r ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s✳
❆♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦r t❤❛t ♠❛② ❧✐♠✐t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❡rr♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳ ■♥ ❬✷✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❡s✲
t✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ str❡♥❣t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ❬✷✺❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r t♦❧✲
❡r❛❜❧❡ ❜② ♦✉r s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ P▲❖❇ ❜♦✉♥❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺
s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ pe✱ pn✱ ❛♥❞ pCZ t❛❦❡
r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✵✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t✱ ❛t Tn = 1 s✱ ❡✈❡♥ s✉❝❤ ❤✐❣❤ ❡rr♦r t❡r♠s ✇✐❧❧ ❦✐❝❦
✐♥ ❛❢t❡r ✻✵✵ ❦♠ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t♦❧✲
❡r❛❜❧❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✐s ♦✈❡r ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❛t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✉s
❛ss✉r❛♥❝❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s❡t✉♣✱ ♦♥❝❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠
r❡♣❡❛t❡r s❡tt✐♥❣✱ ❝❛♥ t♦❧❡r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ❡♥t❛♥✲
❣❧❡♠❡♥t s✇❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♥❡❡❞ ❢♦r ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❣❛t❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ♠✉st ❤❛✈❡
✈❡r② ❧♦✇ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡s ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡s❡ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤♦t♦♥s ♠❛② ❝❛✉s❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❬✷✽❪✳ ■♥
♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ◗▼s ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ◆❱✲❝❡♥t❡r✲❜❛s❡❞
s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡
t♦ t❤❡ ◗▼s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡✲♣❤♦t♦♥
❡♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❦❡♣t ❧♦✇✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ ♣❤♦t♦♥ t❡r♠s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡rs✱ ✐♥ ❛ ❞❡❝♦②✲
st❛t❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❛✉s❡ ♠✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s t❤❡②
❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦ss② ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧
s♦✉r❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
s❛♠❡ ✜❜❡r ♠❡❞✐✉♠ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♥❡s ❬✷✾❪✱ ♦r ❜② t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rt❡rs✳ ❇② ♣r♦♣❡r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❬✸✵❪✱
t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❖✉r s❝❤❡♠❡ ❛❧s♦ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♥❡❡❞s ❛ 2 × 2 ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤ t♦ s✇❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ✉s❡rs✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ s✇✐t❝❤ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✐♥s❡rt✐♦♥ ❧♦ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
✐ss✉❡ ✐s ❧❡ss ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❤♦t♦♥s
s✉r✈✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ✐s r❛t❤❡r ❧♦♥❣✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧✲
❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❛
❝❛s❡✱ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧✲s✐③❡ s✇✐t❝❤✱ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❧♦ss ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳ ■♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❧♦ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♣r❛❝✲
t✐❝❡✱ ✐t ✐s r❛r❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✉s❡r ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♥♦❞❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s
♠❛② ❝❛✉s❡ ✉s t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t
♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦✲◗▼ ▼❉■✲◗❑❉ s❡t✉♣✳

❇✳ ❚❤r❡❡✲❧❡❣ ❘❡♣❡❛t❡r

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉r
❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧✐❛❜❧② ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡
✐♥ ❙❡❝✳ ■■■ ❈ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❦❡② r❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ r❡✲
♣❡❛t❡r s❡t✉♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❛r❦ ❝♦✉♥t✳ ❋♦r ❛ ❞❛r❦ ❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢
✶ ❝♣s✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝✲
♦♥❞s✱ t❤❡ ❞❛r❦ ❝♦✉♥t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ L/3 ✐s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✹✺✵ ❦♠✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❝♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡s ✉♣ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✶✹✵✵ ❦♠ ✉s✐♥❣ t❤✐s s✐♠✲
♣❧❡ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣✳ ■❢ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❘❛♠❛♥ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦r t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rt❡rs✱ ❦✐❝❦ ✐♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲

♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ ❛t Tn = 1 s ❛♥❞ ✐ts q✉❛♥✲
t✉♠ r❡♣❡❛t❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
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Setup of Fig. 1(b)

Setup of Fig. 1(c)

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❙❡❝r❡t ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡s ✈❡rs✉s ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❝✮ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❣❧❡✲
♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ s❝❤❡♠❡ ❛t Tn = 1 s✳

t❤❡ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ P▲❖❇ ❜♦✉♥❞ ❛r♦✉♥❞
✻✵✵ ❦♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛t❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❧♦✇ ❛t ❛r♦✉♥❞
Rrep ∼ 10−2/b/s)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❛t❡✱ ✇❡ ♠✐❣❤t
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬✺✱ ✸✶✕✸✸❪ ♦r ✉s❡ ♠♦r❡ ♥❡st✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛s ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✵❪✳ ■♥
❬✶✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② r❛t❡ ✈❡rs✉s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤
❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡② ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❡❞ ❣❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞
✵✳✾✾✳ ❙✉❝❤ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ♦♥❡ ✉s❡s
t❤❡ ❝❛✈✐t② s❡tt✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ◆❱ ❝❡♥✲
t❡rs✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣ st✐❧❧ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❱✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ s②s✲
t❡♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r②✿ ❛♥ ◆❱
❝❡♥t❡r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧✲✈♦❧✉♠❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t②✳ ❲❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② r❛t❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ r❡♣❡❛t❡r✲
❧❡ss ◗❑❉ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲◆❱✲❝❡♥t❡r s②s✲
t❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ■♥ ♦✉r ♥❡✇ s②st❡♠✱ ❢♦r st♦r❛❣❡✱ ✇❡
r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✶✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❋♦r s✉❝❤
❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢
♦✉r s②st❡♠ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❛t❡ ♣❡r
◆❱ ❝❡♥t❡r ♠♦❞✉❧❡ ✉s❡❞ ✇❛s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t♦❧❡r❛❜❧❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤
❧♦❣✐❝ ❣❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s❡❝r❡t ❦❡② ✇❤❡♥
✇❡ ✉s❡ t❤✐s s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡s❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡r✲
r♦r r❛t❡s ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛♥❞
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛❞ s✉✣❝✐❡♥t r♦♦♠ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
❲❤✐❧❡ ▼❆✲▼❉■✲◗❑❉ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡

t❤❡ r❛t❡✲✈❡rs✉s✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ◗❑❉ s②st❡♠✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ q✉❛♥t✉♠
r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①✲
t❡♥❞ ♦✉r s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② s②st❡♠ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ r❡✲

♣❡❛t❡r s❡t✉♣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ s♣❧✐tt✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❧✐♥❦s✳ ❋♦r
s✉❝❤ ❛ s❡t✉♣✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐st❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈✲
❛❜❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
s✐♥❣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ❛ t♦✲
t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✹✵✵ ❦♠✳ ❆❢t❡r t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ t❤❡
❞❛r❦ ❝♦✉♥t r❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♥♦t ❛❧❧♦✇✐♥❣
t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ r❡❛❝❤✱ ✐ts r❛t❡ ✇❛s
✈❡r② ❧♦✇✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss s✉❝❤ ❛♥ ✐ss✉❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥
s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st♦r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡rs✬ st❛t❡s ✐♥t♦
t❤❡ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② s❝❤❡♠❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♦✛❡r❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠ r❡♣❡❛t❡r s②st❡♠
✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt❧② ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❯❑✬s ❊P✲
❙❘❈ ●r❛♥t ❊P✴▼✵✶✸✹✼✷✴✶ ❛♥❞ ❊P❙❘❈ ●r❛♥t
❊P✴▼✺✵✻✾✺✶✴✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊❯✬s ❍✷✵✷✵ ♣r♦❣r❛♠♠❡
✉♥❞❡r t❤❡ ▼❛r✐❡ ❙❦➟♦❞♦✇s❦❛✲❈✉r✐❡ ♣r♦❥❡❝t ◗❈❆▲▲ ✭●❆
✻✼✺✻✻✷✮✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ❉♦✉❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡

■♥ t❤✐s ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡
✉s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣
♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡
❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♦♥❡✲s✐❞❡❞
❝❛✈✐t②✱ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲
t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✲
✢❡❝t✐✈✐t② ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✹❪ ❢♦r ❛ tr❛♣♣❡❞
❛t♦♠ s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡ ✵✱ |s0 〉 ,
t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷ ✇✐❧❧
❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♦✛ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐s ✐♥ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡ ✰✶✱ |s+1 〉 , t❤❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ❛❝q✉✐r❡ ❛ π ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜✉t ✇✐t❤
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷ ✐❞❡❛❧❧② ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s✳ ❋✐rst t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡
|Ψin

〉

= (|s0 〉 + |s+1 〉 ) /
√
2 . ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ H✲

♣♦❧❛r✐③❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ s❡♥❞ ✐t t❤r♦✉❣❤ ❛ +45◦ ♣♦❧❛r✲
✐③✐♥❣ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✭P❇❙✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡
♣❤♦t♦♥ ❜② ❞r✐✈✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❝❛✈✐t②✲
◆❱✲❝❡♥t❡r ♣❛✐r ❬✾❪✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✱ t❤❡ +45◦✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤✐s s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥✲
t❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t st❛t❡ |D 〉s (|s0 〉 − |s+1 〉 ) /

√
2✱

✇❤❡r❡ |D〉 = 1√
2
(|H〉+ |V 〉)✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ♠♦❞❡s r ❛♥❞

s ❛r❡ t❤❡♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛t ❛ s❡❝♦♥❞ +45◦ P❇❙✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧



✽

r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉t♣✉t st❛t❡

|Ψ2 〉 =
1√
2
(|H 〉 |s0 〉 + |V 〉 |s+1 〉 ) . ✭❆✶✮

■♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❊q✳ ✭❆✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ |s0〉
❛♥❞ |s+1〉 st❛t❡s✱ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❈ t❤❡ t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
✐❞❡❛❧ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡ ✐♥ ❊q✳ ✭❆✶✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✐s
✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❡❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜① t❤✐s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠
s♣❧✐tt❡r ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐ss✐✈✐t② η ✐♥ t❤❡ r ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ η ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s♦✉r❝❡s ♦❢ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ s ❜r❛♥❝❤✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ st❛t❡ ❜② ♦✉r ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞❡r ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❬✾❪

ρNV−P = η|Ψ2 〉 〈 Ψ2|+ (1− η)|0 〉PP〈 0| ⊗ I
′

NV, ✭❆✷✮

✇❤❡r❡ I
′

NV = (|s0〉〈s0|+ |s+1〉〈s+1|)/2✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡ ♦❢ ❊q✳ ✭❆✷✮ ✇✐❧❧ t❡❧❡♣♦rt t❤❡ st❛t❡

s❡♥t ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥t♦ t❤❡ ◗▼ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥
t❤❡ s✐❞❡✲❇❙▼ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ t❡r♠ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ❛ s♠❛❧❧ ❡rr♦r t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❛r❦ ❝♦✉♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡rr♦r ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇
✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② r❛t❡✳
❆♥♦t❤❡r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ str♦♥❣

❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
❝❛✈✐t②✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② C = 50.
■♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❈✱ t❤❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛s ❈ ❞❡❝r❡❛s❡s✱
✇❤❡♥ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r st❛t❡ ✐s |s0 〉 t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ◆❱
❝❡♥t❡r st❛t❡ ✐s |s+1 〉 t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s ❈ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❦❡② r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s
✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s❡❝r❡t ❦❡②
❢♦r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈ ❛s ❧♦✇ ❛s ✶✳✷✷ ❬✾❪✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠✲
♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r
✐s ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❊q✳ ❆✷
❛s ♦✉t♣✉t ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞❡❞
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✱ ❜❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡

❞♦✉❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐♥ st❛t❡ |Ψin〉✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣
♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳ ■♥ ❡✈❡r② r♦✉♥❞✱ ✇❡ s❡♥❞ ❛♥H✲♣♦❧❛r✐③❡❞
s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ t♦ t❤❡ ◆❱✲❝❡♥t❡r✲❝❛✈✐t② ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ ♠❡❛✲
s✉r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❤♦t♦♥ ✐♥ |H〉 ❛♥❞
|V 〉 ❜❛s✐s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❝❧✐❝❦✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❢❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✱
✐✳❡ |s0〉 ♦r |s+1〉✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r♦t❛t✐♦♥ t♦
✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐♥ |Ψin〉✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r♦t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ◆❱
❝❡♥t❡r✱ τint✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s r♦✉❣❤❧②
✶✵ ♥s✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞r✐✈❡♥

❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
◆❱ ❝❡♥t❡r ❛①✐s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❞r✐✈❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❬✷✺❪✳ ■♥ ❬✷✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣✉♠♣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ❬✷✺❪✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉♠♣ str❡♥❣t❤ ✐s ✸✼✺ ▼❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
r♦t❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✐♥ r♦✉❣❤❧② ✶✳✺ ♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❞❞✐♥❣ ✉♣ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ❣❡t ✶✶✳✺ ♥s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ τinit✱ ✐♥ ♦✉r ♣r♦t♦✲
❝♦❧✳
■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐❢ ✇❡ ❣❡t ♥♦ ❝❧✐❝❦✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❢❛✐❧❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❤❛♣♣❡♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ r♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❛❞t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❬✾❪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s
♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐s ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❞❡❝❛② t♦ ❛♥② ♦❢ |s0〉 ❛♥❞ |s±1〉 st❛t❡s ❬✾❪✳ ❙✐♥❝❡
|s−1〉 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❞❡❛❞t✐♠❡✱ ✇❡ s✇❛♣ st❛t❡s |s0〉 ❛♥❞ |s−1〉 ✐♥ ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ r♦✉♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r
st❛②s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ |s−1〉 ❢♦r ❡✈❡r✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❙✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ ♣r♦t♦❝♦❧

❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ st❡♣s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s❡❝r❡t
❦❡② ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❣❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✭♥✮ s♣✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡
❣❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭eA, eB✮ s♣✐♥ ♦❢
t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ❆ ❛♥❞ ❇ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
s♣✐♥ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✇✐t❤
❆❧✐❝❡✬s ❛♥❞ ❇♦❜✬s st❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠❡♠♦r② ▼❉■✲◗❑❉ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧✲

❧♦✇s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳
❙t❡♣ ✶✱ ❆❧✐❝❡ ❚❡❧❡♣♦rt❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts

♦❢ ❛ −π
4 r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ Y ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥

♦❢ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥
✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡ |Ψin〉✱ ❛♥❞ ❛ s✐❞❡✲❇❙▼✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐❢ s✉❝❝❡ss✲
❢✉❧✱ ✇✐❧❧ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ✉s❡r✬s st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ −π

2Y ❣❛t❡
❛♥❞ ❙✐❞❡✲❇❙▼ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❘♦t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ◆❱ ❝❡♥t❡r ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳
❙t❡♣ ✷✱ ❙♣✐♥ ❚r❛♥s❢❡r✿ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ❤❛s

❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r✬s st❛t❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ −π
2Y

r♦t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ t❤❡ st❛t❡
|n+〉 = 1√

2
(| ↑ 〉 + | ↓ 〉 ) , ✇❤❡r❡ | ↑ 〉 ❛♥❞ | ↓ 〉 ❛r❡✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ st❛t❡s ✐♥ t❤❡
❩✲❜❛s✐s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❧✇❛②s✲♦♥ ❤②♣❡r✜♥❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Heff = ~Anet|s1〉〈s1| ⊗ | ↑〉〈↑ |✱
✇❤❡r❡ Anet ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r✜♥❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r♦✉t❡ t♦ ❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥s ✇✐t❤♦✉t
r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞s ♦r ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s



✾

❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❬✷✺❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
s♣✐♥ ✐s ✐♥ st❛t❡ |Ψe〉 = α|s0〉 + β|s1〉✱ ✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡
❛r❜✐tr❛r② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t❡ s❡♥t ❜②
t❤❡ ✉s❡r✱ t❤❡ ❥♦✐♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠
❛❢t❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r✲s♣✐♥ r♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

|ψ〉ne = |n+〉|Ψe〉. ✭❇✶✮

■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❧❡t t❤✐s st❛t❡ ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦Heff ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|ψ〉ne = α|s0〉|n+〉+ β|s1〉(| ↓〉+ eiAnett| ↑〉)/
√
2. ✭❇✷✮

❆t t = π/Anet✱ ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t = 165 ♥s✱
t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡

|ψ〉ne = α|s0〉|n+〉+ β|s1〉|n−〉, ✭❇✸✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈❩ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐♥
❊q✳ ✭❇✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❜✐t✳ ◆♦✇✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
s♣✐♥✱ ✇❡ ✜rst r♦t❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ❜② ❛♥♦t❤❡r −π

2Y
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

|ψ〉ne = [α(|s0〉+ |s1〉)|n+〉+ β(|s0〉 − |s1〉)|n−〉]/
√
2.
✭❇✹✮

■❢ ✇❡ ♥♦✇ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❩✲❜❛s✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ ❊q✳ ✭❇✹✮ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡

|ψ〉ne = α|n+〉 ± β|n−〉, ✭❇✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✳
❚❤❡ ✉s❡r✬s st❛t❡ ✐s ♥♦✇ st♦r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦✲
❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r
❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❬✾❪✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧♦♥❣❡r ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✳

❙t❡♣ ✸✱ ❇♦❜ ❚❡❧❡♣♦rt❛t✐♦♥✿ ◆♦✇ t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡r✱
❇♦❜✱ r❡♣❡❛t❡❞❧② tr✐❡s t♦ st♦r❡ ❤✐s st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
s♣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ st❡♣ ✶✳ ❚❤❡ ♦♥❧②
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ s♣✐♥ ❡❝❤♦ ✐♥ ❡✈❡r②
r♦✉♥❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❛♥❞ ♣r❡✲
✈❡♥t ❛ ❜❛❝❦ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❞✉❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✳

❙t❡♣ ✹✱ ❋✐♥❛❧ ❇❙▼✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ st❡♣ ✹✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❛ ❈❩ ❣❛t❡ ❛♥❞ ❛♥ ❳✲❜❛s✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥
❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
st❡♣ ✷✱ t❤❡ ❳ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡
s♣✐♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❩ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ❇❙▼ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜✐t ❜❡t✇❡❡♥ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
✇❤✐❝❤ ❜❛s✐s ❛♥❞ st❛t❡ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ♣✐❝❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡s r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❩✲
❜❛s✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐♥ st❡♣ ✹✱ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥
s♣✐♥s✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■■✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❩✲❜❛s✐s✱ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✱ ♦♥❧② ♥❡❡❞
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r

❩✲❜❛s✐s ❳✲❜❛s✐s

❆❧✐❝❡ ❇♦❜ |s0 〉 |s+1 〉 ❆❧✐❝❡ ❇♦❜ |s0 〉 |s+1 〉

❍ ❍ ↑ ↑ + + |n+ 〉 ×

❱ ❱ ↑ ↑ − − ⑤n− 〉 ×

❍ ❱ ↓ ↓ + − × |n+ 〉

❱ ❍ ↓ ↓ − + × ⑤n− 〉

❚❛❜❧❡ ■■✳ P♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❍❡r❡
|n± 〉 = 1√

2
(| ↑ 〉 ± | ↓ 〉 ) ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss s②♠❜♦❧ × st❛♥❞s ❢♦r

❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳

s♣✐♥✳ ❆ s♣✐♥ ✉♣ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❣♦t s✐♠✐❧❛r
❜✐ts✱ ❛♥❞ ❛ s♣✐♥ ❞♦✇♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✳ ■❢ t❤❡② ❤❛✈❡
❜♦t❤ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❳ ❜❛s✐s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥ |s0〉 ✐❢ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜✐t✱ ❛♥❞ ✐♥ |s+1〉
✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜✐ts✳
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