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✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❜✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r✲♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ ♣r❡❤❡❛t✳ ❚❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡✛❡❝ts ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❧❛s♦✈✲❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❞✐str✐❜✉✲
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♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rt t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆s ❛ r❡✲
s✉❧t✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✲
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s✐✈❡✮✳ ■♥ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❱❧❛s♦✈✲❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ✭❱❋P✮ ♠♦❞❡❧s ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡✲
s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱
❜✉t ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧s✳
❆ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❱❋P ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡
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❛❧✳ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ ❱❋P ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ r❡t❛✐♥s ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ t♦ t✇♦ ❢✉rt❤❡r t❡st ❝❛s❡s r❡❧✲
❡✈❛♥t t♦ ■❈❋✿ ✭✶✮ ❛ ✏❜✉r♥✲t❤r♦✉❣❤✑ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛ ❤❡❛t✲❢r♦♥t ❜r❡❛❦s ♦✉t ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥ ✐♥t♦ ❛
❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❣❛s ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r✲❛❜❧❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ♦✈❡r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t✐♠❡✲
s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r
❱❧❛s♦✈✲❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦❞❡s ✭t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧
❤♦ts♣♦t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s st✉❞✐❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✮ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts✳
❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢

❙◆❇✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s t♦ st✉❞② tr❛♥s♣♦rt ❡✛❡❝ts ♦t❤❡r t❤❛♥
❤❡❛t ✢♦✇✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ◆❡r♥st ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢

∗ s❤❡r❧♦❝❦✸❅❧❧♥❧✳❣♦✈

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ▲❛♥✲
❞❛✉ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ ❙t✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❛♠❛♥ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ s♣❡❝tr❛✮✳ ❚❤❡s❡
❡✛❡❝ts r❡❧② ♦♥ ❛ ❝♦rr❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙◆❇ ❛♥❞ ❱❋P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❲❡ ✜♥❞
t❤❛t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❤❡❛t
✢♦✇✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s♦♠❡✇❤❛t ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧❧②✮✳

■■✳ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❆▲ ▼❖❉❊▲❙

❚❤❡ ❱❋P ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭✏❑✷✑✮ s♦❧✈❡s
t❤❡ ❱❧❛s♦✈✲❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (t, x, y, px, py, pz) =
∑

n,m fm
n (t, x, y, p)Y m

n (θ, ϕ) ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧

❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✲s♣❛❝❡ (p, θ, ϕ) t♦ ❛r❜✐tr❛r②
♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❑✷ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❱❋P ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♦♥ ♠♦t✐♦♥✱
P❞❱ ✇♦r❦✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐✈❡
❝♦♦❧✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❱❋P
❡q✉❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❞✈❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ q✉❛s✐♥❡✉tr❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❱❋P ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❝✉rr❡♥t✳ ▲❛s❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ r❛② ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡✲❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
❤❡❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✭✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✮✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡✴✐♠♣❧✐❝✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②



✷

❈❛♦ ❡t ❛❧ ❬✶✶❪ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❙◆❇ ♠✉❧t✐✲❣r♦✉♣ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✲
♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✳ ❲❡ s❡❡ ♥♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
❝②❝❧❡s ✐♥ ❛ ❢❡✇ t❡st r✉♥s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✐♠❡st❡♣ ✉s❡❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r t❤❛♥
t②♣✐❝❛❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡st❡♣s ✭❛s ✇❡ r❡s♦❧✈❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
t✇♦ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ t❤❡♠
❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ❝❛s❡s✳
❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛

s✉❜t❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫg ✭✇❤❡r❡ ✏❣✑ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣ ✐♥❞❡①✮✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ λg =

2
√
2 (ǫg/Te)

2
λ0,✇❤❡r❡ ✭✐♥ ❝❣s ✉♥✐ts✮✿

λ0 =
T 2
e

4πne

√
Ze4 lnΛ

1√
φ

✭✶✮

❛♥❞ φ = (Z∗ + 4.2) / (Z∗ + 0.24)✳ ❖✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✸ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧
❬✷❪✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ✐♠♣r♦✈❡s
❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙◆❇ ❛♥❞ ❱❋P ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❤✐❣❤✲❩
♣❧❛s♠❛s✳ ❙❡❡ ❬✶✹❪ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ✭✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✏r❂✷✑✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙◆❇
♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❑r♦♦❦ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦♣❡r✲
❛t♦r✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❑r♦♦❦ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r φ✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪✱ ✐s
❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❱❋P s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡♠ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❙♣✐t③❡r✬s t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡
❧♦✇✲❩ ❧✐♠✐t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇✳
❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s ✉s❡ f0 ❛♥❞ f1 ♦♥❧②

✭✐✳❡✳ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✮✱ ❡①❝❡♣t
t❤♦s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■❱✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ f2✳ ❲❡ ✈❡r✐✜❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ❞✐❞
♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❛♥❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ ❛
▲❡❣❡♥❞r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✲s♣❛❝❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
s❛♠❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❑✷ ❱❋P ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

■■■✳ ❙■▼P▲❊ ❍❊❆❚✲❇❆❚❍ P❘❖❇▲❊▼

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❊❉❋✮ ✐♥ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❛t
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❑✷ ❱❋P ♠♦❞❡❧✱ ❛s t❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ✐♥s✐❣❤t
✐♥t♦ ❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❡✛❡❝ts ♦t❤❡r t❤❛♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❤❡❛t ✢♦✇ ✐♥
t❤❡ ✉♥♠❛❣♥❡t✐③❡❞ r❡❣✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡❛t ✢♦✇ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❍❡❛t ❇❛t❤ Pr♦❜❧❡♠✿ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t
t❂✽✵♣s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥✳ ✭◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❡①t❡♥❞s ❢r♦♠ 0µm t♦ 700µm✱ ❜✉t
✇❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ①✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t✬s ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡✮✳

♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊❉❋ ❛s
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣
♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✇❛✈❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
❊❉❋ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡s❡ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊❉❋✱ ❛❧s♦
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛✛❡❝ts t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✮ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❖❤♠✬s ▲❛✇✳
❖✉r ✜rst t❡st ❝❛s❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❤❡❛t✲❜❛t❤

♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✮ ✐s 1000eV ❢♦r x < 400µm✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r r❛♠♣ ♦✈❡r
100µm ❞♦✇♥ t♦ 100eV ✭♦✈❡r ✶✵✵ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❛t✐❛❧
❝❡❧❧s✮✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤
t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❣r❛❞✐❡♥t s❝❛❧❡✲❧❡♥❣t❤ ✐s λei/LT ≈ 0.013✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦① s✐③❡ ✐s 700µm✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t 2.47 × 1026m−3✱
Z∗ = 50✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✇❛s ❤❡❧❞ ✜①❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t✱ logΛ = 7.1✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Z∗

✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥ ❬✸❪ ✭✇❤✐❝❤
✉s❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s Z∗ = 1, 2, 4✮✳ ❲❡ ♣❧♦t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ❛❢t❡r ✽✵♣s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❱❋P ❤❡❛t ✢✉①
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙◆❇ ❤❡❛t ✢✉① ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ s❤♦✇✐♥❣
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❙♣✐t③❡r✳ ■♥ t❤✐s t❡st✲❝❛s❡✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛❜♦✈❡ f1 ✭f2 ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✮✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ f2 ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r♣r❡✲
❞✐❝t t❤❡ ♣r❡❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✐s ♥♦t ♥❡✇ ✭❤♦ts♣♦t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❙◆❇ ✐♥ ❬✸❪✮✱ ❜✉t ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇
✇❡❧❧ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❤❡❛t✲✢✉①✲❝❛rr②✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ s✐♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s s✉❝❤ ❛s
t❤✐s✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ✢✉① ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ dqx ∝

v5f1 (v)✱ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛t x = 500µm✱ ✇❤❡r❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❍❡❛t ❇❛t❤ Pr♦❜❧❡♠✿ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❛t
✶✵♣s✳

t❤❡ ❑✷ ❛♥❞ ❙◆❇ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦
t❤✐s ❤❡❛t ✢✉① ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s
s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞
✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✐t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ tr❛♥s♣♦rt
✭♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑✷ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥
❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ❑✷ ♣r❡❞✐❝ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡t✉r♥ ❤❡❛t ✢✉①
✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡t✉r♥ ❝✉rr❡♥t✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ r❡t✉r♥
❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱
t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❡①❝❡❡❞s
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝✉rr❡♥t ❝❛rr✐❡❞ ❜②
t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬✷❪✱ ♥♦ ✇❛② ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ f1 ✐s

❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ f1 ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①
❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

q = x̂
4π

3

m

2

∫

∞

0

f1 (v) v
5dv ✭✷✮

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ v t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡✳ ❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✉♠✿

q = x̂
4π

3

m

2

∑

g

f1 (vg) v
5
g∆vg ✭✸✮

✭✇❤❡r❡ g ♥✉♠❜❡rs t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r♦✉♣ vg ❛♥❞ ∆vg ✐s t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ g✮✳ ❚❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❡①♣r❡ss❡s
t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①✱ qSNB ✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❙♣✐t③❡r ✈❛❧✉❡ ✭qSH✮
❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✿

qSNB = qSH −
∑

g

λ
′

g

3
∇Hg ✭✹✮

✇❤❡r❡ Hg ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ✐♥

t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✼ ♦❢ ❬✷❪✱ ❛♥❞ λ
′

g ✐s

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣ g✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✸ ♦❢ ❬✷❪ ✭❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✮✳
❚❤❡ ❙♣✐t③❡r ❤❡❛t ✢✉① qSH ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❙♣✐t③❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r f1 ✭❞❡♥♦t❡❞ fmb

1 ✮ ❛s✿

qSH = x̂
4π

3

m

2

∫

∞

0

fmb
1 (v) v5dv ✭✺✮

✇❤❡r❡

fmb
1 (v) =

v

3νei (v)

{

mv2

2Te
− 4

}

fmb
0 (v)

∇Te

Te
✭✻✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ Te ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ fmb
0 (v)✐s

t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ νei ✐s t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②❬✶✺❪✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧② ❛s ❛ s✉♠✿

qSH = x̂
4π

3

m

2

∑

g

fmb
1 (vg) v

5
g∆vg ✭✼✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ r❡✇r✐t❡ ✐t ❛s✿

qSNB =
∑

g

(

x̂
4π
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r f1 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❙◆❇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥s ✽ ❛♥❞ ✸ r❡❢❡r t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❤❡❛t ✢✉① ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡q✉❛t❡❞✿
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❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❢❡r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r f1 (vg)
❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
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■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t②
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ✐s ∝ f1v

5✳ ❚❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r f1 ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❱❧❛s♦✈✲❋♦❦❦❡r✲
P❧❛♥❝❦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❇ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡
x̂ν

′

ei∆f1 = −v∇ (∆f0) /3 ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✻ ♦❢ ❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡
t❡①t ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✐t✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❍❡❛t ❇❛t❤ Pr♦❜❧❡♠✿ ❚❤❡ ✏❤❡❛t ✢✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✑✱ dqx ∝ v5f1 (v) ✱ ❛t x = 500µm ❛♥❞ t = 10ps✱ ✇❤✐❝❤
✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r♦✉♣✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❑✷ ❛♥❞ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s❛♠❡ t♦t❛❧ ❤❡❛t
✢✉①✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳

■❱✳ ❇❯❘◆✲❚❍❘❖❯●❍ P❘❖❇▲❊▼

■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❤✐♥ ✏t❛r❣❡t✑ ✇✐t❤ ♣❡❛❦
❞❡♥s✐t② = 2 × 1028m−3 ✭∼ 2 × ncrit ❢♦r 3ω ❧✐❣❤t✮ ✇❤✐❝❤
✐s ❤❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ ❜② ❛ ❧❛s❡r ✭0.35µm ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮✱
✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ✶♥s r✐s❡ t✐♠❡ ✉♣ t♦ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
1015Wcm−2 ✳ ❖♥ t❤❡ ▲❍❙ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥✲
s✐t② ❞r♦♣s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ = 1.45×1026m−3✱ r❡♣✲
r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❛s ✜❧❧✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❤❡❧❞ ✜①❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛✮✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s 50eV ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜
❧♦❣❛r✐t❤♠ logΛ = 7.1 ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Z∗ = 2 ✇❡r❡
❤❡❧❞ ✜①❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❛r♠♦♥✐❝s ✉♣ t♦
❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ f2 ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑✷✮ ❛t ✼✵♣s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❤♦t
❝♦r♦♥❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡ ✉s❡ ✶✵✵ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❝❡❧❧s✳

❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑✷ ❛♥❞ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛t ✶✼✵♣s ✭❛❢t❡r t❤❡ ❤❡❛t ❢r♦♥t ❤❛s ♣❡♥❡tr❛t❡❞
t❤❡ s❤❡❧❧ ❛♥❞ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❣❛s✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

❚❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♣r❡❤❡❛t ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧
✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✏❧✐♥❡❛r r❛♠♣✑ t❡st✲❝❛s❡✮✱ ❛s ✐s ❡✈✐❞❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t x ≈ 220µm✳ ❚❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ♣r❡❤❡❛t ♦❢ t❤❡ ❣❛s✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣❛s✲s❤❡❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t
x ≈ 170µm✱ ✐s ❛❧s♦ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
❞✐♣ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t x ≈ 200µm✱ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞✲
❡❧s✱ ✐s ❞✉❡ t♦ ❤♦t ❡❧❡❝tr♦♥s tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
❞❡♣♦s✐t✐♥❣ ♠✉❝❤ ❡♥❡r❣②✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❑✷ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲
❞✐❝ts ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✭✐♥ t❤❡ r❡✲
❣✐♦♥ x . 100µm✮✱ ♣r♦❜❛❜❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢
❞✐✛✉s✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✇❡ ✜♥❞ f2 ♠❛❦❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❤❡❛t
✢✉① ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ str♦♥❣ ❞❡♣❛r✲
t✉r❡ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①
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❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❇✉r♥✲❚❤r♦✉❣❤ Pr♦❜❧❡♠✿ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✲
✜❧❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❑✷ ❝♦❞❡✮ ❛t
t❂✼✵♣s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❇✉r♥✲❚❤r♦✉❣❤ Pr♦❜❧❡♠✿ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t
t❂✶✼✵♣s ✭❛❢t❡r t❤❡ ❤❡❛t ❢r♦♥t ❤❛s ♣❡♥❡tr❛t❡❞ t❤❡ s❤❡❧❧ ❛♥❞
❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❣❛s r❡❣✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡
♣r❡❤❡❛t ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡❤❡❛t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣❛s✲
s❤❡❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❜✉t ✐t ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❣❛s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s 50eV ✳

✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✭x ≈ 100µm✮ ✐s ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s
t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ✭❛t t = 170ps✮✳ ❈♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ f3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞✲❢♦r ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ❜❡❛rs ♠❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ ■❈❋ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❝❛♣s✉❧❡ ❣❛s ♣r❡❤❡❛t✱ ✇❡ ❝❛✉t✐♦♥
❛❣❛✐♥st ❞r❛✇✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❞✐✛❡r ✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✇❛②s✿ ✭❛✮ t❤❡ ■❈❋ s❤❡❧❧ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ρR✱ s♦
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤♦t ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ▲P■ ✐♥ t❤❡
❝♦r♦♥❛✮ t❤❛t r❡❛❝❤ t❤❡ ❣❛s ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ ✭❜✮
t❤❡ ❣❛s ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠✉❝❤ ❝♦❧❞❡r t❤❛♥ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
s♦ ❛ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦✴❙♣✐t③❡r tr❛♥s♣♦rt tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♥♦t
✈❛❧✐❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝❤♦♦s❡ t♦ t❛❝❦❧❡



✺

t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r r❡❞✉❝❡❞ ♥♦♥✲
❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
✐♥ ❜♦t❤ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❤❡❛t✐♥❣✳

❱✳ ❍❖❍▲❘❆❯▼ ❆❇▲❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼

■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❆✉✲❧✐❦❡
✇❛❧❧ ♥❡①t t♦ ❛ ❍❡ ❣❛s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ✉s❡
❛♥ ❛rt✐✜❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❆✉ ✇❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛
r❡❞✉❝❡❞ s♦❧✐❞ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ 3.9g/cc ✭t♦ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ r✉♥
✇✐t❤ ❛ s❤♦rt❡r t✐♠❡st❡♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ❛rt✐✲
✜❝✐❛❧❧② ❝❛♣♣❡❞ ❛t Z∗ ≤ 40 ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
✐s t♦♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥♦♥✲▲❚❊ ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❆✉
♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ x < 100µm✱ ❛♥❞ ❍❡
♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ 100 ≤ x ≤ 700µm✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡
s❤❛♣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❑✷ ♠♦❞❡❧ ✐s r✉♥ ❛❧♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❱❋P ❛♥❞ ❙◆❇ tr❛♥s✲
♣♦rt t✉r♥❡❞ ♦✛ ❛♥❞ ❙♣✐t③❡r tr❛♥s♣♦rt t✉r♥❡❞ ♦♥✮ ❢♦r t❤❡
✜rst ✶✺✵✵♣s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✮✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❡✈♦❧✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❱❋P s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❙◆❇ ❤❡❛t ✢✉① ❛♥❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s ❛r❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❡✈♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡
❱❋P t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ✏t❡♠♣❡r❛t✉r❡✑ ♠♦❞✲
❡❧s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❤❡❛t✐♥❣✴❝♦♦❧✐♥❣ t❡r♠s
✭P❞❱ ✇♦r❦✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ❡t❝✮✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡st
❝❛s❡s ✇❡r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❛rt✐✜❝✐❛❧✴s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❞❡s✐❣♥
✲ ❤❡r❡ ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧s ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✷❉ t❡st ❝❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❙◆❇ ✇♦r❦ ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❊♣♣❡r❧❡✐♥✬s ✇♦r❦❬✶✷❪✮✱
❡①❝❡♣t ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥✱
❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♦❧✲
✐♥❣ ❡t❝✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❆✉✲❣❛s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r
♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦
❤♦❤❧r❛✉♠ tr❛♥s♣♦rt✳ ❙✐♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛t
❡❛❝❤ t✐♠❡✲st❡♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❘▲ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❬✶✸❪✳
❚❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛t t❂✶✻✹✵♣s ✭✐✳❡✳

✶✹✵♣s ❛❢t❡r ❦✐♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ t✉r♥❡❞ ♦♥✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳
❚❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡❛t ✢✉① ✈❡r② ✇❡❧❧
♥❡❛r t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✭x ≈ 110µm✮✱ ❜✉t ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts
t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦r♦♥❛ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ≈ 2✳ ❲❡ ✜♥❞
t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣❡rs✐sts ♦✈❡r ✶✵✵✬s ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✳
❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ✢✉① ✐♥ ❝♦r♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥s ✇❛s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❜② ❙❝❤✉rt③ ❡t ❛❧✳ ✐♥ t❤❡✐r
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r❬✷❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳
❚❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ ✭❍❡ ❣❛s✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✭∼ 2keV ✮✱ s♦ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t②
✭∼ 4ns ❢♦♦t✱ ♣❡❛❦✐♥❣ ❛t ∼ 1015Wcm−2✮✱ ❣✐✈✐♥❣ t②♣✐❝❛❧
♣❡❛❦ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ∼ 3.5keV ✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❑✷ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s✲
♣♦rt ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❍♦❤❧r❛✉♠ ❆❜❧❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✿ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✭t❂✶✺✵✵♣s✮ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❱❋P
t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ✐♥ t❤❡ ❑✷ ❝♦❞❡ ✭❢♦r t❤❡
❤♦❤❧r❛✉♠ ❛❜❧❛t✐♦♥ t❡st ❝❛s❡✮✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ✭❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣✉r❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✲❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✮ ❢♦r t❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ❙◆❇ ❛♥❞ ❱❋P ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉✲❍❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✭❍❡ ✐s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳

❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ♠♦❞❡❧✮ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✜♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❑✷ ❛♥❞ ❙◆❇ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❛t t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✭t❤❡ ❙◆❇
♣❡❛❦ ❛❜❧❛t✐♦♥ ❤❡❛t ✢✉① ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✵✲✷✵✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❑✷
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❛t
❧♦✇❡r ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣❡❛❦
❤❡❛t ✢✉① ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦r♦♥❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❑✷ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
≈ 2 ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙◆❇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
■♥ ❛❧❧ ❤♦❤❧r❛✉♠✲r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉①

✐s t②♣✐❝❛❧❧② ≈ 0.035 ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲str❡❛♠✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱ ❛s ✐❧✲
❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✭❛❧s♦ ❛t t❂✺✸✵✵♣s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
❝❛✉t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q/qFS ❛s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉①✲❧✐♠✐t❡r t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡
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❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❍♦❤❧r❛✉♠ ❆❜❧❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t②✮✿ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✭t❂✺✶✻✵♣s✮ ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❱❋P t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ✐♥
t❤❡ ❑✷ ❝♦❞❡ ✭❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲✐♥t❡♥s✐t② ❤♦❤❧r❛✉♠ ❛❜❧❛t✐♦♥ t❡st
❝❛s❡✮✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
♣✉r❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✲❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✮ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s✲
♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ❙◆❇ ❛♥❞ ❱❋P ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❤♦✇s
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉✲❍❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭❍❡ ✐s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡
❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛s ❛ ∼ 4ns ❢♦♦t✱ ♣❡❛❦✐♥❣ ❛t ∼ 1015Wcm−2 ❛t
t = 5ns✳

✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉①✲❧✐♠✐t❡❞ ❙♣✐t③❡r ♠♦❞❡❧ ✭♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡✲
♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❱❋P ❤❡❛t ✢✉①✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥
♣❛ss✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦st♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❢✉❧❧② ✐♥t❡✲
❣r❛t❡❞ ✷❉ r❛❞✐❛t✐♦♥✲❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆■❋✲
s❝❛❧❡ ❤♦❤❧r❛✉♠s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ♠❛②
❜❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲str❡❛♠✐♥❣ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡
❢❛❝t♦r ✵✳✵✸✺ ✐♥ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❙◆❇ ❤❡❛t
✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ❱❋P t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✐♠
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❚❤❡ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❛t t❂✺✸✵✵♣s✳ ❚❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❍♦❤❧r❛✉♠ ❆❜❧❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t②✮✿
❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❱❋P ❤❡❛t ✢✉① t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲str❡❛♠✐♥❣ ✈❛❧✉❡
✭q/qFS✮✱ ❛t t❂✺✸✵✵♣s✳

✇❛s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❤❡❛t
✢✉①❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❛✛❡❝t
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s✳

❱■✳ ■◆▲■◆❊ ❈❖▼P❆❘■❙❖◆

❲❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ❤♦t
❤♦❤❧r❛✉♠s✱ t❤❡ ❙◆❇ ♣❡❛❦ ❤❡❛t ✢✉① ♥❡❛r t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ s✉r✲
❢❛❝❡ ✐s ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ✶✵✲✷✵✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠♣❧② ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❢r♦♠ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♣❡r✲
❢♦r♠s ✇❤❡♥ r✉♥ ✐♥❧✐♥❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❧✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❱❋P✮✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❙◆❇
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②
❢♦r 3ω ❧✐❣❤t✮ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ♣r♦✜❧❡s ❛t t❂✶✶✳✽♥s ❢♦r t❤❡
✐♥❧✐♥❡ ❤♦❤❧r❛✉♠ ❱❋P ❛♥❞ ❙◆❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

♠♦❞❡❧ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❞r♦♣ t❤❡r❡ ❛t ❛ ❢❛st❡r r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥ t✉r♥
❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ s♠❛❧❧ ❡r✲
r♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ✏s❡❧❢✲❝♦rr❡❝t✐♥❣✑✳ ❚♦ ❡①♣❧♦r❡
t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧②
✐♥❧✐♥❡ ❙◆❇ ❛♥❞ ❱❋P ✭❜② ✏✐♥❧✐♥❡✑ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t
✢✉① ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥✮✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❢r❡❡③❡ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥
❛❢t❡r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❜❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♦❝❝✉r❡❞✱ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❆❢t❡r
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦
❤❡❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❡✈♦❧✈❡s t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈✐❛ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞
r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦✈❡r ∼ 100ps✳ ❚❤❡ ❝♦r♦♥❛ ❜❡❝♦♠❡s ❤♦t
❡♥♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s st❡❛❞②✲st❛t❡ ✭∼ 5keV ✮ t♦ ❞r✐✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♥♦♥✲❧♦❝❛❧ tr❛♥s♣♦rt✳

❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s st❡❛❞②✲
st❛t❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞✲
❡❧s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥✴❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞✐❢✲
❢❡r ❜② ∼ 300eV ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t
t②♣✐❝❛❧ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✲✷✵✪ ✐♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛❜❧❛t✐✈❡
❤❡❛t✲✢✉① ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❙◆❇ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✏s❡❧❢✲❝♦rr❡❝t✑✳
❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ ❡rr♦r✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧❧ ❙◆❇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❧✐♥❡
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✲
♠❛♥❞s ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤
❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡s❝❛❧❡s
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥❧✐♥❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✲ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s s❡❝✲
t✐♦♥ s✐♠♣❧② s❡r✈❡ t♦ ❜r✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
✏s❡❧❢✲❝♦rr❡❝t✐♦♥✑ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥ts t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥
❱❋P ❝♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ t✐♠❡st❡♣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞❡s✐❣♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙◆❇

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t t❂✶✶✳✽♥s ❢♦r t❤❡
✐♥❧✐♥❡ ❤♦❤❧r❛✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ❑✷ ❱❋P ♠♦❞❡❧✳

♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❧❛① t♦ ❙♣✐t③❡r tr❛♥s♣♦rt
✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧✐t② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ f ❛❜♦✉t t❤❡ ❙♣✐t③❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❆
s✐♠✐❧❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✮ ♦❢
t❤❡ ❱❋P ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ q✉❛s✐♥❡✉tr❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤
❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❱❋P s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t r❡s♦❧✈✲
✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❡r✐♦❞✿ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ s♦❧✈❡rs ❞♦
♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ q✉❛s✐♥❡✉tr❛❧✐t② ♦✈❡r ❧♦♥❣ ✭❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝✮
t✐♠❡s❝❛❧❡s✱ ❜✉t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜②
t❤❡ ❢✉❧❧②✲✐♠♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡
■▼P❆❈❚ ♠♦❞❡❧ ❬✶✼❪✳

❱■■✳ ■▼P❘❖❱❊▼❊◆❚❙ ❚❖ ❚❍❊ ❙◆❇ ▼❖❉❊▲

❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❱❋P ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦✲
♥❛❧ r❡❣✐♦♥s ❜② s✐♠♣❧② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②s ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❛rt✐✜❝✐❛❧
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✭λee✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥
✭λei✮ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ✭✏λe✑✮✳
❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ Z∗ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤s
✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❬✶✹❪ ❛♥❞ ❛❧❧✉❞❡❞ t♦ ✐♥ ❬✶✻❪✮ ✐s ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐t
❝♦rr❡❝t❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❤❡❛t ✢✉① ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t②
❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳ ❚❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♣❡❛❦
❝♦r♦♥❛❧ ❤❡❛t ✢✉① r❡❞✉❝✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✾✵✪ t♦ ❛❜♦✉t ✷✼✪✳

❆ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t✲✢✉① ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s✐♠♣❧② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✏❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✑ t♦ t❤❡
♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙◆❇ ♣❛♣❡r ❬✷❪ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ λg ❛♥❞

❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝✲✜❡❧❞✲❝♦rr❡❝t❡❞ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ λ
′

g r❡❧❛t❡❞ ✈✐❛✿



✽

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❍♦❤❧r❛✉♠ ❆❜❧❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t②✮✿
❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❛t t❂✺✶✷✵♣s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞
✏❙◆❇ ♥♦ ❊✑ ✐s t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤✳ ◆❡❣❧❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❱❋P
✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✏❙◆❇ s❡♣✳✑
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♣✲
❛r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤s✳

1

λ′

g

=
1

λg
+

| eE |
ǫg

✭✶✶✮

✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s t♦ ❢✉rt❤❡r ❧✐♠✐t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❞♦♠✐✲
♥❛♥t ❝❛✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✭s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❬✷❪✮✳
■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ E ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ǫg ✐s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭✐♥ ❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣ ✏❣✑✮✳ ❚❤❡
❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ✇❤❡♥ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲
❢r❡❡✲♣❛t❤ ✭✐✳❡✳ ❜② s✐♠♣❧② s❡tt✐♥❣ λ

′

g = λg✮ ✲ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲
♣❛t❤s✳

❙❯▼▼❆❘❨

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❙◆❇ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧
t♦ ❢✉❧❧② ❦✐♥❡t✐❝ ❱❧❛s♦✈✲❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✈❛✲
r✐❡t② ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✐♥❡rt✐❛❧ ❝♦♥✜♥❡✲

♠❡♥t ❢✉s✐♦♥✳ ■♥ ❤♦❤❧r❛✉♠✲❧✐❦❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❱❋P s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛t t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ❢r♦♥t ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ♣❡❛❦s✮✳ ❚❤❡
❤❡❛t ✢♦✇ ♦✉t ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t②♣✐✲
❝❛❧❧② ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ≈ 2✳
❚❤✐s ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐❣✲
♥♦r✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ♦r
♣r♦♣❡r❧② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲
✐♦♥ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r✲
❡♥t t♦ t❤❡ ❱❋P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧
❤❡❛t ✢✉①❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ t♦♦❧ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡r ✈❛✲
r✐❡t② ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢
❤♦t ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❤✐♥ s❤❡❧❧ ✐♥t♦ ❛ ❣❛s✱
t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡
❤❡❛t ✢✉① ✇❤✐❧❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❤❡❛t ✢✉①✳

❆❈❑◆❖❲▲❊❉●❊▼❊◆❚❙

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛✉s♣✐❝❡s ♦❢ t❤❡
❯✳❙✳ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊♥❡r❣② ❜② ▲▲◆▲ ✉♥❞❡r ❈♦♥tr❛❝t
❉❊✲❆❈✺✷✲✵✼◆❆✷✼✸✹✹✳
❈P❘ ❛♥❞ ❏❇✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❜②

❊P❙❘❈ ❣r❛♥t ❊P✴❑✺✵✹✶✼✽✴✶✳ ❈P❘✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s
❛❧s♦ ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❊P❙❘❈ ❣r❛♥t ❊P✴▼✵✶✶✸✼✷✴✶✳ ❈P❘✬s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ❊❯❘❖❢✉s✐♦♥ ❈♦♥s♦rt✐✉♠ ❛♥❞ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❞✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r❛t♦♠ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠❡
✷✵✶✹✲✷✵✶✽ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ◆♦ ✻✸✸✵✺✸ ✭♣r♦❥❡❝t r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ❈❢P✲❆❲P✶✼✲■❋❊❈❈❋❊✲✵✶✮✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇s ❛♥❞ ♦♣✐♥✲
✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✢❡❝t t❤♦s❡ ♦❢
t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✳
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▼✳❘♦s❡♥ ❢♦r st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐s✲

❝✉ss✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✢✉① ❧✐♠✐t❡rs✳

❆PP❊◆❉■❳

❚❤❡ ❱❋P ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭✏❑✷✑✮ s♦❧✈❡s
t❤❡ ❱❧❛s♦✈✲❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (t, x, y, px, py, pz) =
∑

n,m fm
n (t, x, y, p)Y m

n (θ, φ) ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧

❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✲s♣❛❝❡ (p, θ, φ) t♦ ❛r❜✐tr❛r②
♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fm

n (t, x, y, p) ❡✈♦❧✈❡ ❛s
❬✹❪✿



✾

∂fm

n

∂t +
(

n−m
2n−1

)

v
∂fm

n−1

∂x +
(

n+m+1
2n+3

)

v
∂fm

n+1

∂x

+
(

1
2n−1

)

v
2

{

∂fm−1

n−1

∂y − (n−m) (n−m− 1)
∂fm+1

n−1

∂y

}

+
(

1
2n+3

)

v
2

{

−∂fm−1

n+1

∂y + (n+m+ 1) (n+m+ 2)
∂fm+1

n+1

∂y

}

−Fx

{(

n−m
2n−1

)

Gm
n−1 +

(

n+m+1
2n+3

)

Hm
n+1

}

−Fy

2

{(

1
2n−1

)

[

Gm−1
n−1 − (n−m) (n−m− 1)Gm+1

n−1

]

+
(

1
2n+3

)

[

−Hm−1
n+1 + (n+m+ 1) (n+m+ 2)Hm+1

n+1

]

}

− iFz

2

{(

1
2n−1

)

[

−Gm−1
n−1 − (n−m) (n−m− 1)Gm+1

−1

]

+
(

1
2n+3

)

[

Hm−1
n+1 + (n+m+ 1) (n+m+ 2)Hm+1

n+1

]

}

+i eBx

me

mfm
n +

ieBy/me

2

{

(n−m) (n+m+ 1) fm+1
n + fm−1

n

}

+ eBz/me

2

{

(n−m) (n+m+ 1) fm
n − fm−1

n

}

= −n(n+1)
2 νei (v) f

m
n + Cee + CIB + CMHD

✭✶✷✮

✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ νei (v) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❬✶✵❪✱ Fx, Fy, Fz ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ❢♦r❝❡✱ Bx, By, Bz ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Gm

n ❛♥❞ Hm
n ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Gm
n = pn

∂

∂p

(

p−n ∂f
m
n

∂p

)

✭✶✸✮

❛♥❞

Hm
n = p−(n+1) ∂

∂p

(

pn+1 ∂f
m
n

∂p

)

✭✶✹✮

✇❤❡r❡ p = γmv ✐s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥✲
t✉♠✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ ✭Cee✮ ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭Ciso

ee ✮ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✭Cani
ee ✮ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts✿

1

Γee
Ciso

ee =
1

v2
∂

∂v

{

C0 (v) f
0
0 +D0 (v)

∂f0
0

∂v

}

✭✶✺✮

✇❤❡r❡ D0 (v) = v
3

{

I2
(

f0
0

)

+ J−1

(

f0
0

)}

❛♥❞ C0 (v) =

I0
(

f0
0

)

✱ ❛♥❞ ✭✉s✐♥❣ ❚③♦✉❢r❛s✬ ♥♦t❛t✐♦♥ ❬✺❪✮✿

1
Γee

Cani
ee = 8πf0

0 f
m
n +

I2(f0
0 )+J−1(f0

0 )
3v

∂2fm

n

∂v2 +
−I2(f0

0 )+2J−1(f0
0 )+3I0(f0

0 )
3v2

∂fm

n

∂v − n(n+1)
2

−I2(f0
0 )+2J−1(f0

0 )+3I0(f0
0 )

3v2 fm
n

+ 1
2v {C1In+2 (f

m
n ) + C1J−n−1 (f

m
n ) + C2In (f

m
n ) + C2J1−n (f

m
n )} ∂2f0

0

∂v2

+ 1
v2 {C3In+2 (f

m
n ) + C4J−n−1 (f

m
n ) + C5In (f

m
n ) + C6J1−n (f

m
n )} ∂f0

0

∂v
✭✶✻✮

✇❤❡r❡

C1 =
(n+ 1) (n+ 2)

(2n+ 1) (2n+ 3)

C2 = − n (n− 1)

(2n+ 1) (2n− 1)

C3 = −n (n+ 1) /2 + (n+ 1)

(2n+ 1) (2n+ 3)

C4 = −n (n+ 1) /2 + (n+ 2)

(2n+ 1) (2n+ 3)

C5 =
n (n+ 1) /2 + (n− 1)

(2n+ 1) (2n− 1)

C6 =
n (n+ 1) /2− n

(2n+ 1) (2n− 1)

❛♥❞

Ij (f
m
n ) =

4π

vj

∫ v

0

fm
n (u)uj+2du

Jj (f
m
n ) =

4π

vj

∫

∞

v

fm
n (u)uj+2du

Γee ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ❚❤❡ t❡r♠ CIB r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❤❡❛t✐♥❣ t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❲❡♥❣ ❬✻❪✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t♦ C0

ee✳
❚❤❡ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② I (x) ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ ✶❉ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✶❉ r❛② ❡q✉❛t✐♦♥✿

dI (x)

dx
= −κ (x) I (x) ✭✶✼✮



✶✵

✇❤❡r❡ κ (x) ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠ CIB ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ✷❉ t❤❡
r❛② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ r❛②s✱
❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ κ✳
❚❤❡ t❡r♠ CMHD r❡♣r❡s❡♥ts ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ▼❍❉ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❱❋P ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐❝ PdV ✇♦r❦✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✴❣❛✐♥ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✴❛❜s♦r♣t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❍❉ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❤❡❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ t❤❡r♠❛❧ ✭✐✳❡✳
▼❛①✇❡❧❧✐❛♥✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✼❪✱
❛♥❞ ❢♦r PdV ✇♦r❦ ❜② ▼❛tt❡ ❬✽❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♥♦ ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❢✉❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s ✭❡①❝❡♣t ✐♥ ❡①✲
tr❡♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s st✉❞②✮✳ ❖✉r ✐♠♣❧✐❝✐t
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❧❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ t❡r♠s ♦♣❡r❛t❡ ♦♥
t✐♠❡✲s❝❛❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ ♥♦♥✲❈❛rt❡s✐❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ✭❝②❧✐♥✲
❞r✐❝❛❧ ♦r s♣❤❡r✐❝❛❧✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❛❝t♦rs ❛s ✐♥ ❬✾❪✳
❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❑❆▲❖❙ ❢♦r♠✉❧✐s♠ ❬✹❪✱ t✐♠❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡

❱❋P ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r✲
❛t✐♦♥ t❡r♠s t♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t✐♠❡✱ s♣❛❝❡ ❛♥❞
♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ fm

n

❝❧♦s❡ t♦ p = 0✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐s♦tr♦♣✐❝
❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
t❡r♠s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s s♦❧✈❡❞ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚❤❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✬
▲❛✇ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ fm

1 ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❖❤♠✬s ▲❛✇✮✳
❲❡ ✜♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ●❛✉ss✬ ▲❛✇ ✐♠♣r♦✈❡s q✉❛s✐♥❡✉tr❛❧✐t②
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❋❛r❛❞❛②✬s ▲❛✇
✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✲

❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❣✐✈❡♥
❜② ❊♣♣❡r❧❡✐♥ ❬✶✺❪✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❱❋P ♠♦❞❡❧s
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❙◆❇ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✉s❡ ✶✽✵ ❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣s ✐♥
❜♦t❤ t❤❡ ❙◆❇ ❛♥❞ ❱❋P ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳
❑✷ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❙P❆❘❑ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ■▼P❆❈❚ ❬✶✼❪ ❜② ❜❡✲

✐♥❣ ❢✉❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ s♣❛❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐③❛t✐♦♥✮✱ ❜❡✐♥❣ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲s♣❛❝❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞
❜② ✐ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❍❉✳ ■t ❛❧s♦
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❊▼ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞
❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❱❧❛s♦✈ ✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡
✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

❬✶❪ ❆✳❘✳❇❡❧❧✱ ❘✳●✳❊✈❛♥s✱ ❉✳❏✳◆✐❝❤♦❧❛s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✹✻✱
♣✷✹✸ ✭✶✾✽✶✮✳

❬✷❪ ●✳P✳❙❝❤✉rt③✱ P❤✳❉✳◆✐❝♦❧❛✐✱ ▼✳❇✉sq✉❡t✱ P❤②s✳ P❧❛s♠❛s ✼✱
✹✷✸✽ ✭✷✵✵✵✮✳

❬✸❪ ❆✳▼❛r♦❝❝❤✐♥♦✱ ▼✳❚③♦✉❢r❛s✱ ❙✳❆t③❡♥✐✱ ❆✳❙❝❤✐❛✈✐✱
P❤✳❉✳◆✐❝❤♦❧❛✐✱ ❏✳▼❛❧❧❡t✱ ❱✳❚✐❦❤♦♥❝❤✉❦✱ ❏✳✲▲✳❋❡✉❣❡❛s✱
P❤②s P❧❛s ✷✵✱ ✵✷✷✼✵✷ ✭✷✵✶✸✮✳

❬✹❪ ❆✳❘✳❇❡❧❧✱ ❆✳P✳▲✳❘♦❜✐♥s♦♥✱ ▼✳❙❤❡r❧♦❝❦✱ ❘✳❏✳❑✐♥❣❤❛♠
❛♥❞ ❲✳❘♦③♠✉s✱ P❧❛s♠❛ P❤②s✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ❋✉s✐♦♥ ✹✽✱ ❘✸✼✲
❘✺✼ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✺❪ ▼✳❚③♦✉❢r❛s✱ ❆✳❘✳❇❡❧❧✱ P✳❆✳◆♦rr❡②s✱ ❋✳❙✳❚s✉♥❣✱ ❏✳ ❈♦♠♣✳
P❤②s✳ ✷✸✵✱ ✻✹✼✺ ✭✷✵✶✶✮✳

❬✻❪ ❙✉✳✲▼✳❲❡♥❣✱ ❩❤✳✲▼✳❙❤❡♥❣✱ ❏✳❩❤❛♥❣✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊ ✽✵✱
✵✺✻✹✵✻ ✭✷✵✵✾✮✳

❬✼❪ ❆✳P✳▲✳❘♦❜✐♥s♦♥✱ ❆✳❘✳❇❡❧❧✱ ❘✳❏✳❑✐♥❣❤❛♠✱ P❧❛s♠❛ P❤②s✳
❈♦♥tr♦❧✳ ❋✉s✐♦♥ ✹✽✱ ✶✵✻✸ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✽❪ ❏✳P✳▼❛tt❡✱ ▼✳▲❛♠♦✉r❡✉①✱ ❈✳▼♦❧❧❡r✱ ❘✳❨✳❨✐♥✱
❏✳❉❡❧❡ttr❡③✱ ❏✳❱✐r♠♦♥t✱ ❚✳❲✳❏♦❤♥st♦♥✱ P❧❛s♠❛ P❤②s✳
❈♦♥tr♦❧✳ ❋✉s✐♦♥ ✸✵✱ ✶✻✻✺ ✭✶✾✽✽✮✳

❬✾❪ ❆✳❙✉♥❛❤❛r❛✱ ❏✳❆✳❉❡❧❡ttr❡③✱ ❈✳❙t♦❡❝❦❧✱ ❘✳❲✳❙❤♦rt✱
❙✳❙❦✉♣s❦②✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✾✶✱ ✵✾✺✵✵✸✲✶ ✭✷✵✵✸✮✳

❬✶✵❪ ❊✳▼✳❊♣♣❡r❧❡✐♥✱ ▲❛s❡r ❛♥❞ P❛rt✐❝❧❡ ❇❡❛♠s ✶✷✱ ✷✺✼ ✭✶✾✾✹✮✳
❬✶✶❪ ❉✳❈❛♦✱ ❉✳▼♦s❡s✱ ❏✳❉❡❧❡ttr❡③✱ P❤②s✳ P❧❛s♠❛s ✷✷✱ ✵✽✷✸✵✽

✭✷✵✶✺✮✳
❬✶✷❪ ❊✳▼✳❊♣♣❡r❧❡✐♥✱ ●✳❏✳❘✐❝❦❛r❞✱ ❆✳❘✳❇❡❧❧✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳

✻✶✱ ✷✹✺✸ ✭✶✾✽✽✮✳
❬✶✸❪ ◆❘▲ P❧❛s♠❛ ❋♦r♠✉❧❛r② ✷✵✶✻✱ ❏✳❉✳❍✉❜❛✱ ◆❛✈❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤

▲❛❜♦r❛t♦r②
❬✶✹❪ ❏✳P✳❇r♦❞r✐❝❦✱ ❘✳❏✳❑✐♥❣❤❛♠✱ ▼✳▼✳▼❛r✐♥❛❦✱ ▼✳❱✳P❛t❡❧✱

❆✳❱✳❈❤❛♥❦✐♥✱ ❏✳❚✳❖♠♦t❛♥✐✱ ▼✳❱✳❯♠❛♥s❦②✱ ❉✳❉❡❧
❙♦r❜♦✱ ❇✳❉✉❞s♦♥✱ ●✳❉✳❑❡r❜❡❧ ❡t ❛❧✳✱ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ P❤②s✳
P❧❛s♠❛s ✭▼❛② ✷✵✶✼✮✳

❬✶✺❪ ❊✳▼✳❊♣♣❡r❧❡✐♥ ❛♥❞ ❘✳❲✳❙❤♦rt✱ P❤②s✳ ❋❧✉✐❞s ❇ ✸✱ ✸✵✾✷
✭✶✾✾✶✮✳

❬✶✻❪ P❤✳❉✳◆✐❝♦❧❛✐✱ ❏✳✲▲✳❆✳❋❡✉❣❡❛s✱ ●✳P✳❙❝❤✉rt③✱ P❤②s✳ P❧❛s✲
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