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������� � ������ �����
�� 
� �
��� �) � :�� ��������
�� π � ��, �, . . . , n� �	
�	 
� �	� ����
#�� ���	
��� A ��
 B- 6� 
����
��� �	� #�����
�� �����
�� #�� �������
�� �������
�� �
���
�# ��������
�� ������
��� u, u 
 �, . . . , v ��������
 �) ���	
��� A ��
 B�

Au,v �
v�

j�u

aj,

Bu,v �
v�

j�u

bj,

�	��� � ≤ u ≤ v ≤ n- �� �	�� #������! �� 
� ��� ��� π! σ! � ��
 � 
� �	� �����
�� �# C���

# �� ���
��
�) ��
���-

!	"������ � ��� h ∈ N �� ��
�
��� ��

C��� � A�,h 
 Bh,n *$.

�� ��
������	��
A�,h 
 Bh,n ≥ A�,j 
 Bj,n *D.

��� ��� j ∈ N �

������� �	�� �	� ���
�� �# � ��
�
��� :�� ���)� �� 
�������� ���� 
� �	� 7�� �	��
�������! ���! �-�-! @AAB- ��� ����
�� ��� �� �8���
��
 �) ��
�� �	� ������� �����������
��
G � �V,E� �# � 7��,�	�� ��	�
��� �
��� �) �	� :�� ��<����� π � ��, �, . . . , n� �� ���	
���
A ��
 B- �� �	�� �������! �	� ����
��� ��������� �	� ������
��� �# �	� :��� N �� ���	
���
A ��
 B ���� �	� ������ s ��
 �	� ����
��� ��
� t! |V | � �n 
 �- �	� ���� E ���������
�	� �����
���� �����
��� ����� �	� ������
����

$



# 
� �����
���� �
�	 ��������
�� π � ��, �, . . . , n�! ����) ��
� �# ��
�� j ��
 j
� �����
���

�
�	 ���	
�� A ��� ��������
 �) �� ���? �
�
����)! ����) ��
� �# ��
�� j ��
 j 
 �
�����
���
 �
�	 ���	
�� B ��� ���� ��������
 �) �� ���?

# 
� �����
���� �
�	 �	� 7��,�	�� ��<�
������! #�� ����) :�� j! 
�� ������
�� �� ���	
��
A �	���
 �����
� 
�� ������
�� �� ���	
�� B?

# ������ s 
� ��������
 �
�	 �	� ;��� ������
�� �# :�� � �� ���	
�� A! �	
�� �	� ����
������
�� �# :�� n �� ���	
�� B 
� ��������
 �� �	� ����
��� ��
� t-

�	� �����	 �# �	� ��� �s, �� 
� 9���! �	
�� #�� ��) ��	�� ��� 
�� �����	 
� 
�;��
 �� �	�
�������
�� �
�� �# �� ������
�� �	� ��� ��
�
����� #���-

�
���� A� /������ ��
�� G � �V,E� #�� �	� 7��,�	�� ��	�
��� �
�	 �	� ���� ��������
��
π � ��, �, . . . , n� �� ���	 ���	
���

��
�� �	� ������� �����������
�� G! �	� �����
�� �
�� �# ��) ������
�� ��� �� #���
 ��
�	� �����	 �# �	� ������� ���	 #��� s �� �	�� ������
��! ��
 �	� �������� C��� ���������
�
�� �	� �����
�� �
�� �# t �� �<�
�������) �� �	� �����	 �# �	� ������� *��
�
���. ���	 #��� s
�� t 
� G- 1�����)! 
� �	���
 �����
� ��� ��� �������
�� ��� ������
��,��
�� �# �	� ����
:��! �	
�	 �� ���� ��
�
��� ��
 
����� �) h! ��
 �	� �����	 �# �	� ��
�
��� ���	 
� ���������


� �����
���� �
�	 *$.- �� �	� ������� ��
��! A�,h 
� �	� �����	 �# �	� ���	 �� ���	
��
A #��� s �� �	� A,������
�� �# :�� h ���� �	� �����	 �# �	� ��� ah �������
�� �	� ���
������
��� �# :�� h! ��
 Bh,n 
� �	� �����	 �# �	� ���	 �� ���	
�� B #��� �	� B,������
��
�# :�� h �� t-

E� �8����� �# �	� ������� �����������
�� 
� �	��� 
� �
�- A- �� 
� ������
 �	�� �	�
������� ���	! �	��� �) ���

 ����! ������ �	����	 �	� ��� ��
�� �# :�� h! �	
�	 
� � ��
�
���
:��-

�	� ���� �# ���	
��� 
� 
�����	�������� 
� �	� 7�� �	�� �������! ��
 #�� ��) ��	�
���
�
�	 ���	
�� ��
��A! B ��
 :�� ��
�� π � ��, �, . . . , n� �	��� �8
��� � ��

�	��� ��
�	�����	
�
�	 ���	
�� ��
�� B! A ��
 ������� :�� ��
�� �n, n− �, . . . , ��- �� 
� ���) �� ��� �	�� �	�
���������

�� ������� ��
�� ��� �� ���
�) ��

;�
 #�� �	�� ����������� �) ������
�� ���
����- �	� ��� ��	�
���� ��� �<�
������ 
� �	� ����� �	�� �	� ��
�
��� ���	 ������ �	����	
�	� ���� ��
�
��� :�� h 
� ���	 �������� ��
 �	���#��� �	� �������� ����� 
� �	� ����-

D



�
���� 3� /������ ��
�� G � �V,E� #�� �	� �)�����
� ����������� �
�	 �	� ������� ��
��
�# :��� ��
 ������� ��
�� �# ���	
���

1���

�� ���������) :��� u ∈ {�, �, . . . , h− �}! �	
�	 �����
� �	� ��
�
��� :�� h! ��
 :���
v ∈ {h 
 �, . . . , n}! �	
�	 #����� 
�- �	�� ���

�
��� *D. ��� �<�
������ ��

Au,h ≥ Bu−�,h−�, � ≤ u ≤ h, *'.

Ah	�,v ≤ Bh,v−�, h 
 � ≤ v ≤ n. *G.

/��
�� �	�� �� 	��� �� �������
�� *'. 
# h � � ��
 �)�����
����) �	��� 
� �� �������
�� *G.

# h � n-

�� �	�� #������ �� #�������� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
��� �# ���
���
�) �# � �
���
��������
�� π-

$ 	��	� � ���� ��� ��� ���
���� π � ��, �, . . . , n� �� ��	�
�� �� ��� ���� �� 	���� �� �
���	���� ��� h ∈ N �
�� 	��	 �����	���� �� ��! ���� ���

��� {au, bv} ≤ ��� {bu, av} ��� ��� u ≤ h ≤ v. *H.

������� �	�� �	��� ��) �� ������� ��
�
��� :��� 
� �� ���
��� ��	�
��� ��
 
� ��) 	�����
�	�� ���) #�� ���� �# �	�� �	� ���

�
��� �# �	����� A 	��
 �	
�� #�� �	� ��	�� ��
�
���
:��� �	�) ��� ��� ���
�;�
- E� �8����� �# ���	 � ��	�
��� �
�� �� ����

�
 
� ����
�� $-A
�
�	 ��� ��
�
��� :���! ��� �# �	
�	 ���
�;�� �	� ���

�
��� �# �	����� A ��
 ����	�� ���

��� ���-

6� ��#�������� ���

�
��� *H. �� 
��<���
�
�� �	
�	 ��� �� ���
 
� ���	����
��� ���,
�����
�� ������� *C.- �� �


�
��! �� ���� 
����
� �	� �������� ���

�
��� *'.,*G. �	
�	
��������� �	�� :�� h 
� ��
�
���- �
��� �� 
� ��� ���� 
� �
����� �	
�	 :�� #��� �	� ���
N �	���
 ������ ��
�
��� #�� �	� �
:����
 �������
�� �
���! �� ��������� 

>����� �������
�# ��	�
���� �
�	 �	� ;8�
 ��
�
��� :�� h ��
 ;�
 ���
��� �
:�������� 
� ���	 �����? �	�
������ �����
�� 
� �������
 ����� �	� ���
��� �����
��� #���
 
� ���	 ����� �����
�� �	��
�	� �
:������� ���� 
� �
�
���-

2�� �	� ��� �# :��� N �� ���
� 
��� �	��� ��������

N
 � {j|aj � bj} ,

N� � {j|aj < bj} ,

N� � {j|aj > bj} .

'



�� �	� #�����
�� ��� �	������ �� ����

�� �	� ��� ������ h ∈ N� ��
 h ∈ N
? �	� ����
h ∈ N� ��� �� ��
���
 �� �	� ���� h ∈ N� �) #�������
�� � �)�����
� ����������� �# �	�
7�� �	�� �������-

6� ����� �
�	 �	� ���� h ∈ N�-

$ 	��	� � "
����� 	���� �#��	� �� ��	�
�� �����
�� $�	� � ���	���� ��� h ∈ N�� ���� �
�����
�� %���� �� ���

	�	��� π � ��, �, . . . , n� $�	� 	��	 ���	���� ��� �� ��	�
�� �� ��� ����
�� �����	���� �� ��! ���� ���

• ��� ���� u ∈ {�, . . . , h− �}&

au ≤ bu ��� au ≤ ah *%.

• ��� ���� v ∈ {h 
 �, . . . , n}& ��	���

ah ≤ av < bv *A&.

��
av ≥ bv. *AA.

������ �
��� �� ���
#) �	�� �	� ���

�
��� �# �	����� 3 
���) *H.- 1�����)! *H. 
� ���
�;�


# u � v- �# u < v! �	�� �� 	��� �	� #�����
�� �	��� �����-

%�& 1��

�
�� *%. �����	�� �
�	 ah < bh 
���) �	�� *H. 
� ���
�;�
 #�� u < h � v �������
au ≤ ah � av ��
 au ≤ bu-

%��& 1��

�
�� ah < bh �����	�� �
�	 ��� �# �	� ���

�
��� *A&. �� *AA. 
���) �	�� *H. 
�
���
�;�
 #�� u � h < v- ��
��
! 
� ���� �# *A&.! au � ah ≤ av ��
 au � ah < bh � bu!
�� �	�� *H. 	��
�- �� ���� �# *AA.! bv ≤ av ��
 au � ah < bh � bu! �� �	�� *H. 	��
�
�� ����-

%���& 1��

�
�� *%. �����	�� �
�	 ��� �# �	� ���

�
��� *A&. �� *AA. 
���) �	�� *H. 
� ���
�;�

#�� u < h < v- ��
��
! *%. ��
 *A&. 
���) au ≤ bu ��
 au ≤ ah ≤ av! �� �	�� *H.
	��
�- �
�
����)! *%. ��
 *AA. 
���) au ≤ bu ��
 bv ≤ av! �� �	�� *H. 	��
� �� ����-

�� �	�� #������ �� 
���������� �	�� ���

�
��� *H. 
���) �	� ���

�
��� �# �	����� 3-
�� ����
�����! �� �	�� �	�� ���

�
�� *H. �
�	 u < h � v 
���) *%. *��� ���� E. ��

���

�
�� *H. �
�	 u � h < v 
���) *A&.,*AA. *��� ���� �.-
���� �- �������

ah < bh, *A3.

��� {au, bh} ≤ ��� {ah, bu} . *AC.

�
��� �� ������� �	�� �� :�� u �
�	 au > bu ��� ���
�#) *AC.- ��
��
! 
# �	
� ��� � ����!
�	�� ����
�
�� au > bu �
�	 *A3. �� ����
� ��� {au, bh} > ��� {ah, bu}! � ������

��
��
�� *AC.-

�� �


�
��! �	� 
��<���
�) bh < au ��� ����� 	������ 
# �	
� ��� � ����! �	�� ah < bh <
au ≤ bu! �� �	�� �) *AC. �� 	��� bh � ��� {au, bh} ≤ ��� {ah, bu} � ah! � ������

��
��
�� *A3.-

G



�	�� �	� ���) ����
��� ���� 
� bh ≥ au. ��
�� �	
� 
� *AC. �� ����
�� au � ��� {au, bh} ≤
��� {ah, bu}! �� �<�
�������) au ≤ ah ��
 au ≤ bu! �	
�	 ��� �	� ��� 
��<���
�
�� #��� *%.-
���� '- �������

ah < bh, *A$.

��� {ah, bv} ≤ ��� {av, bh} . *AD.

6� 
���������� �	�� �
�	�� ���

�
�� *A&. �� ���

�
�� *AA. 	��
�- �# *AA. 	��
�! �� ���

���- ��	���
�� av < bv! �	
�	 �����	�� �
�	 *AD. 
���
�� av ≥ ah- �	���#��� *A&. 	��
�-

������� �	�� 
# �	� �)�����
� ����������� �
�	 h ∈ N� 
� ����

���
! �	�� �	� �<�
������
#�������
�� �# �	����� 3 �	���
 	��� � ���

�
�� �
�
��� �� *%. #��������
 #�� ��� :���
ℓ ∈ {h 
 �, . . . , n} ��
 
� �	�� ���

�
�� a,������ ��� �������
 �) b,������ ��
 �
�� ������

bℓ ≤ aℓ ��� bℓ ≤ bh. *A'.

1��

�
��� �
�
��� �� *A&.,*AA. �	���
 �� #��������
 #�� ��� :��� k ∈ {�, �, . . . , h− �} ��


� �	��� ���

�
��� a,������ ��� ���� �������
 �) b,������ ��
 �
�� ������

bh ≤ bk < ak *AG.

��
bk ≥ ak. *AH.

/�� �� ���
) �	� ���� �# � ��
�
��� :�� h ∈ N
- �
��� �� ������� �	�� 
# �	��� 
� �� �����
��� :�� u ∈ N� �	
�	 �����
�� h! �	�� 
� 
� ��� ����
��� �	�� ���� :�� v �	
�	 #������ h
������� �� N� �
��� #�� :��� u ��
 v �
�	 au > bu ��
 av < bv ���

�
�� *H. 
��� ��� 	��
-
�	���#��� ��� ����
��� �
����
��� ��� ������
 �) �	� ��� ������

%�& u ∈ N� ∪N
 #�� ��� u < h?

%��& v ∈ N� ∪N
 #�� ��� v > h-

6� ��� ����

�� ���) �
����
�� *
.? �
����
�� *

. ��� �� ��
���
 �� *
. �) ����

��
�� �	�
�)�����
� ����������� �# �	� 7�� �	�� �������- �� ������� �	�� 
� ���� *
. �
�	 h ∈ N

�	� ���

�
��� ��� �	� ���� �� �	��� #��������
 
� �	����� 3 #�� h ∈ N�-

$ 	��	� ( "
����� 	���� �#��	� �� ��	�
�� �����
�� $�	� � ���	���� ��� h ∈ N
 ��� ���
���� ������ h �����%��% 	� N� ∪N
� ���� � �����
�� %���� �� ���

	�	��� π � ��, �, . . . , n�
$�	� � ���	���� ��� h ∈ N
 �� ��	�
�� �� ��� ���� �� �����	��� �' ����� ��� ���� u ∈
{�, . . . , h− �} ��� ��� �� 	�� �����	���� ��( �� ��� ����� ��� ���� v ∈ {h 
 �, . . . , n} .

������ �� 
� ���) �� ���
#) �	�� �	� ��������� ���
 
� �	� ����# �# �	����� 3 �	
�	 �	��
�	�� ���

�
��� *H. #����� #��� �	� ���

�
��� �# �	����� 3 ��� ����
����� #�� �	� ����
h ∈ N
-

�� �	�� #������ �� 
���������� �	�� ���

�
��� *H. 
���) �	� ���

�
��� �# �	����� C-
�
�
��� �� ���� E #��� �	� ����# �# �	����� 3! �� �	�� �	�� ���

�
�� *H. �
�	 u < h � v

���) *%.- ��
��
! �	� 
��<���
�) au > ah ������ 	��
? 
# �	
� ��� � ����! �	�� ���

�
��
*'. ����
 �� �
�����
 ��
 :�� h ����
 ��� �� ��
�
����

H



Au	�,h < Au	�,h−� 
 au ≤ Bu	�,h−� 
 bu � Bu,h−�.

F��� �	� �����
 
��<���
�) #������ #��� �	� �������
�� �# �	� �	����� �	�� ��� :��� ���,
��

�� h ������ �� N� ∪N
-

�	� ����# �	�� ���

�
�� *H. �
�	 u � h < v 
���) *A&.,*AA. ������� �	� ���������
#��� �	� ����# �# �	����� 3-

�� 
� ���� ����� �	�� �� ���
��� �����
�� �� �	� ���,���	
�� 7�� �	�� ������� ���
�� #���
 
� �����
���� �
�	 �	� �����
�	� #��������
 �) 4�	���� @HB- �� ���������� ��
���
��� 7�� �	�� ��	�
��� �) ��<����
�� �	� :��� #��� N� ∪ N
 
� ���,
������
�� ��
��
�# �	�
� a,������ ��
 �	�� �	� :��� #��� N� 
� ���,
������
�� ��
�� �# �	�
� b,������- �	��
�	� 4�	���� ���� 
���
�� �	� ���

�
��� �# �	������ 3,C ��� ��� �
�� �����! 
-�-! 4�	����I�
���
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� ��������
 �#��� ℓ 
� σ�

{j, j 
 �, . . . , n} ⊆ {σ���, . . . , σ�ν�, . . . , σ �n�}

AC



�	��� � � σ−� �ℓ� ��
 ν � σ−� �j� ��� �	� ���
�
��� �# :��� ℓ ��
 j 
� σ! �������
���)-
�	���#���

A�,j < A�,ℓ,
n�

k�j

bk ≤
n�

k�σ−��ℓ�

bσ�k�.

�
��� h 
� ��
�
��� 
� ��	�
��� S∗! ���

�
�� *3'. 	��
� #�� j � ℓ�

A�,h 
 Bh,n ≥ A�,ℓ 

n�

k�σ−��ℓ�

bσ�k�-

1���
�
�� �	� ���� �	��� 
��<���
�
�� �� ����
� �	�� *D. 	��
� �� � ���
�� 
��<���
�)-
J�� �� �	����� $! �� ��� ��������� ���) �	��� ������� �# ��	�
����! #�� �	
�	 � ;8�


��
�
��� :�� h ∈ N ���
�� �	� :��� �� ���	
��� A ��
 B 
� �����
���� �
�	 *3A.,*3C.-
�� �	� ���	����
��� ��������
�� #�������
�� *C. #�� � ;8�
 ��
�
��� :�� h! �	� ��������
���

�
��� *3&. �	
�	 ��������� �	�� h 
� ��
�
��� �	���
 �� �

�
 �� �	� ��� �# �������
���-
��� �8�����! 
� �	� 
������� �	��� 
� �
�- $! �	��� ��� ��� :��� � ��
 � �	
�	 ���
�#)
*3A.,*3C.- �� �	� ����� �# �	� ��	�
���� �
�	 �	� ��
�
��� :�� h � �! �	� �������
��� *3&. ���
�# �	� #����
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 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 

	
�b� 
�b�



≥ �a� 
�b� 


	
�b� 
�b� 
�b� 
�b� 
�b� 
�b�




��a� 
 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 

	
�b� 
�b�



≥ �a� 
 �a� 
�b� 


	
�b� 
�b� 
�b�




��a� 
 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 

	
�b� 
�b�



≥ ��a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 


	
�b� 
�b� 
�b� 
�b� 
�b�




��a� 
 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 

	
�b� 
�b�



≥ ��a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 


	
�b� 
�b� 
�b� 
�b�




��a� 
 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 

	
�b� 
�b�



≥ ��a� 
 �a� 
 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b�

��a� 
 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 

	
�b� 
�b�



≥ ��a� 
 �a� 
 �a� 
 �a� 
 �a� 
 �a�� 
 �a� 
�b� 
�b�

�	� ����
�
�� �������
��� ��� �# �	� #��� *%.! *A&. �� *AA. �����	�� �
�	 �	� ��8
�������
��� �	
�	 ����
#) :�� ���
��
�
�) 
��������-

( ��# ��
�	�� �� � 	 ��*	��	 +��� � �� �����	�

E��	���	 �� 	��� 
����������
 �	�� �	� ���� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
��� �# ��,
�
���
�) 	��
 #�� ��������
�� ��
 ���,��������
�� ��	�
����! 
� �	�� #������ �� 
���
�
�	 ��������
�� ��	�
���� ���) �����
�� �	�� �	� :��� ��� ��<�����
 
� �	� ���� ��
��
π � ��, �, . . . , n� �� ���	 ���	
���- 6� �	�� �	�� �	� ���������

�� 
������ ������� 
�
/�,	��
 �) ��
�� � ��
���
�� #��� �	� �������� �������- �	� ��
� 

�� �# �	� ��
���
��

� ����
 �� �	� #��� �	�� �	� :��� �	
�	 #����� � ��
�
��� :�� �	���
 ���
�#) ��� �# �	� 

�,
:����
�� �������
��� *A&. �� *AA.- �	���#��� #�� � :�� �	�� �
������ ���	 �������
���! ���
�# �	� ��� ����
��� �
:�������� ��� �� ����
�
- ������
�� ��� �# �	� ��� �
:�������� #��
���	 � :�� ��� �� 
���������
 
� ����� �# �	� �������� ������� �� ������
�� �� 
��� #��

����

�� 
� 
� �	� �������� �� ��:���
�� 
�-

A$



$ 	��	� , -�����
 F�|���
������ aj, bj, π, π|C��� �� .-������

�����- �
��� ���
�� �	�� 
������ ������� F�|���
������ aj , bj , π, π|C��� 
� 
� /� �������
�
�	 �	����� 3 �	� ���
���
�) �# � �
��� �����
�� ��
 �	��	�� �	� �
:������� ���� 
� �����
� �
��� �	���	��
 ����� ��� �� �	����
 
� ���)���
�� �
��-

�� ��
�� �� ����� /�,	��
���� �# ������� F�|���
������ aj, bj, π, π|C��� �� 
�;�� ��

������� �# �	
� ������� �	
�	 
� �<�
������ �� �	� �������� �������

��	
q�
i��

γizi

�.�.
�q
i��wizi ≤ C,

zi ∈ {�, �} , � ≤ i ≤ q.

*3H.

�
�	 
������� wi, γi > � #�� ��� � ≤ i ≤ q! 
������ C > � ��


q�

i��

wi > C.

1���

�� q 
 � :��� h, v�, . . . , vq, k, ℓ �
��� 
� �	
� ��
��- �	��� :��� h! k ��
 ℓ ���
K����
��L :��� ��
 �	�) ������ �� �
:����
�

ah � ah � ah, bh � bh � bh,
ak � ak � ak, bk � bk � bk,

aℓ � aℓ � aℓ, bℓ � bℓ � bℓ.

*3%.

4�� k 
� � K�
�L :�� #��� N� �
�	

ak � E,

bk � E − �,

�	��� E 
� 
�;��
 �� �	� ����� ��
�	� �# ��� 
���� #�� �	� �������� ���� q�

E �

q�

i��

wi 
 q. *C&.

4��� h ��
 ℓ ��� #��� N� ��
 �	�) ��� 

���
����

ah � aℓ � � 
 ε,

bh � bℓ � C 

�

�

 q < E,

�	��� C 
� �	� �������� �����
�) ��
 ε 
� � ����� ���
�
�� ������ �	�� ���
�;��

ε <
�

�q
. *CA.

�	� �������
�� �
��� �# �	� ����
�
�� :��� {v�, . . . , vq} ��� 
�;��
 ��

av� � ε, i � �, . . . , q,
bv� � wv� 
 �, i � �, . . . , q.

*C3.
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�	� �
:������� ����
��
�� #�� �	� :��� {v�, . . . , vq} ��� �� #�������

av� � av� , av� � ah, i � �, . . . , q, �av� ������ �� ���������� �
� ��� �� ������������

� �� ah�

bv� � av� , bv� � bv� , i � �, . . . , q, �bv� ������ �� ������������ �
� ��� �� ����������
���� �� av��

��
 �	� �
:������� ����� ���
�#)

α	v� > β−v� , i � �, . . . , q. *CC.

�	� ����# 
� ����
 �� �	� #�����
�� ���
��- �
��� 
� 1��
� A �� �	�� �	�� :�� h 
�
�	� ���) ��
�
��� :�� 
� � ��	�
��� �
�	 ���,�
:����
 �������
�� �
���- �	�� 
� 1��
� 3
�� 
���������� �	�� ���	 � ��	�
��� 
� ��� ���
���- �� 1��
�� C,$ �� �	�� �	�� 
� ��
���
��� 
������ ��	�
��� :�� h ����
�� ��
�
���- �
����) �� �
�� #������� #�� �	� ��<�
��

�
:�������� �# �	� �������
�� �
��� �# �	� :��� ��
 ��������� �	�� �� �	� �������
��� �#
�	� �������� ������� *3H.-

6� ����� �
�	 �	� ���
�� ����� �	� ��
�
��� :�� h-

����� � /� � �����
�� $�	� �������
�	�� ���������% 	�
��& ��� h �� 	�� ���� ���	���� ����

����� �� ����� �- ��� ������������! 
�;��

Bv�,v�−� � � �� i � �.

������� �	�� av� < bh ��
 #�� ��) ��
� �# :��� vi ��
 vj !

av� < bv� .

E� � �����<�����!
Av�,v� < bh 
 Bv�,v�−� , � ≤ i ≤ q,

�� �	�� �� :�� vi 
� ��
�
��� 
� � ��	�
��� �
�	 ���,�
:����
 �������
�� �
�� ������� *'. 
�
�
�����
-

�	� ���� ��� :��� k ��
 ℓ ��� ��� ��
�
��� �
�	���

• #�� :�� k! �	��� �8
��� � ��� �# �
9� T ������� 
�� �������
�� �
�� �� ���	
�� A ��

�	� �����
�� �
�� �� ���	
�� B�

T � bh 
 Bv�,v� −Av�,v� − ak �

�
C 


�

�

 q

�



q�

i��

�wv� 
 ��− εq −E �

�

�
C 


�

�

 q

�

 E − εq −E � C 


�

�

 ��− ε� q > � 

• #�� :�� ℓ! �	� ��� 
� ���� ������� T 
 bk − aℓ > T -

�	�� #�� ��) :��! �8���� #�� :�� h! � ��� ������� 
�� �������
�� �
�� �� ���	
�� A
��
 
�� �����
�� �
�� �� ���	
�� B 
� ����)� ���
���) ������� �	�� �-

A'



�
���� D� E ��	�
��� �
�	 ���,�
:����
 �������
�� �
���

����� � ) �����
�� $�	� �������
�	�� ���������% 	�
�� �� ��	 ��	�
���

����� �� ����� �- ��� ��) :�� vi ∈ N� �	�� #������ �	� ��
�
��� :�� h ∈ N�! ���� �# �	�
���

�
��� *A&. �� *AA. 	��
! �� �	�� �	� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
��� �# ���
���
�)
#��������
 
� �	����� 3 ��� ��� ���
�;�
-

�� �	�� #������ �� 
���������� �	�� 
� �� ���
��� �����
�� �� �	� 
������ ������� :��
h ����
�� ��
�
���-

����� ( .� ���
�	
��	� ��� ���
�	 �� � ��$ ���	���� v�����

����� �� ����� (- /� :�� vz! � ≤ z ≤ q! ��� ������ ��
�
��� �
���

z�

i��

�av� ≤
z�

i��

av� � �� 
 ε� z <

< C 
 �� 
 ε� z − ε ≤ �C 
 z� 
 �z − �� ε <

�
C 


�

�

 q

�

 �z − �� ε

� bh 

z−��

i��

bv� ≤
�bh 


z−��

i��

�bv�

�� �	��
z�

i��

�av� < �bh 

z−��

i��

�bv� .

����� ) )�� ���
�	
��	� �� ���� {v�, . . . , vq} �����	 
�0� ��� ℓ ���	�����

�	� ����# �# �	� ���
� #������ #��� �	� ��������
�� �	�� ���	 :��� k ��
 ℓ ��� ���,
�
:�������! :�� ℓ 
� �� 
���

��� ��������� �# k ��
 aℓ < bk-

����� , /� ��� 	�� ���
�	�� ���������% 	�
�� ��� k ����
�� ���	���� ��� h ����
�� ����
���	����& 	��� 	�� ���
�	��% �����
�� �� ��	 ��	�
���

����� �� ����� ,- 4�� k ��� ������ ��
�
���- ��� �8�����! 
# ��� v,:��� ��� #���) 
����,
������
 �� ���	
�� A ��
 #���) ���������
 �� ���	
�� B! �	��

q�

i��

av� 
 ak � �� 
 ε� q 
 E > �� 
 ε� q 
 �C 
 q� ,

bh 


q�

i��

bv� �

�
C 


�

�

 q

�

 εq,

AG



�� �	��
q�

i��

av� 
 ak > bh 


q�

i��

bv� .

1���

�� � ��	�
��� �
�	 �
:����
 �������
�� �
��� �
�	 ���) ��� ��
�
��� :�� k- �� ���	
� ��	�
���! �	��� �	���
 �� �� 

�� �
�� ��#��� �	� �����
�� �
�� �# :�� k �� ���	
�� B?
��	���
�� :�� h 
� ���� ��
�
���- ���	 � ��	�
��� ������ �� ���
��� �
��� �	� ��������) ��

��=�
��� ���

�
�� �# ���
���
�) 
��� ��� 	��
 #�� �	� ��
�
��� :�� k ��
 �	� �����<���� :��
ℓ� k ∈ N�! ℓ ∈ N�- �	� �
�����
 ���

�
�� #�� �	
� ���� 
� *A'. �
�	 h � k- ������� �	��
�������
�� �
��� �# ���	 :��� k ��
 ℓ ��� ;8�
 ��
 �	���#��� �� �
:�������� ��� ��	
���
�	� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
��� �# ���
���
�) #�� �	� ��
�
��� :�� k-

J�� �� �	� #��� �	�� ���) :��� v�, . . . , vq ��� �� �
:����
! 1��
�� C,D 
���) �	�� ���
����
��� �
:�������� ������
�� 
� �� ���
��� ��	�
��� �	���
 ���� :�� h ��
�
��� ��
 �	�
���
���
�) ���

�
��� �	���
 �� ���
�;�
 �
�	 ������� �� �	
� ��
�
��� :��- �
��� av� ��� ���)
�� 
����������
 ��
 bv� ��� ���) �� ���������
! �	� �������
��� �
:������� #�� ���	 :��
vi 
�

���!�� �av� � av� 
 xv� �
�	 �	� ������) α	v�xv�

�� �bv� � bv� − yv� �
�	 �	� ������) β−v�yv� .

������� �	�� �
���������� �
:������� �# ���	 ������
��� �# :�� vi ���	 �	��

�av� � av� 
 xv� , xv� > �,
�bv� � bv� − yv� , yv� > �,

������ �� ���
���� � ����� 
���������
�� �# �bv� �) �� ������ δ! � < δ < ��� {xv� , yv�}
��
 ��������
�� �# �av� �) �	� ���� ������ �	����� �	� �������
�� �
��� ��

��av� � av� 
 xv� − δ, xv� − δ > �,
��bv� � bv� − yv� 
 δ, yv� − δ > �,

��
 
�������� �	� �
:������� ���� 
�� �� *CC.! ����
�� :�� h ��
�
���-
��������! #�� �	� �
:����
 �������
�� �
��� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
��� *A&.,*AA.

�	���
 �� ���
�;�
 �
�	 h �� � ��
�
��� :�� ��
 �	���#���

���!�� �av� � av� 
 xv� � ah �
�	 �	� ������) α	v� �av� − ah� *�	�� ���

�
�� *A&. 	��
�.?

�� �bv� � bv� − yv� � av� �
�	 �	� ������) β−v� �bv� − av�� *�	�� ���

�
�� *AA. 	��
�.-

6� 
����
��� �− � ���
����� zv� ! �	
�	 
�

���� �	�� �)�� �# �
:������� 
� ����
�
 ��
:�� vi�

zv� �

�
�, �� �av� � av� 
 xv� � ah, �bv� � bv� ,

�, �� �av� � av� ,
�bv� � bv� − yv� � av� .

�	�� �	� �
:����
 �������
�� �
��� ��� �� �8������
 ��

�av� � av�zv� 
 ah ��− zv�� ,
�bv� � av�zv� 
 bv� ��− zv�� ,

*C$.

AH



��
 �	� ���������

�� �
:������� ����� ���

α	v� ��av� − av�� � α	v� �ah − av�� ��− zv�� ,

β−v�

	
bv� −

�bv�



� β−v� �bv� − av�� zv� .

�) 
���������
�� �	� av�,������ ��
 ��������
�� �	� bv�,������ :�� k ��� ������ ��
�,

���- �� �	�� ���� �� 

�� �
�� ��� ������ ��#��� �	� �����
 ������
�� �# k *��	���
�� :�� k
����
 �� �	� ���) ��
�
��� :��! � �
����
�� �# 1��
� D.�

bh 


q�

i��

�bv� ≥
q�

i��

�av� 
 ak.

�����
���
�� �8�����
��� *C$.! �� ����
��

bh 


q�

i��

"av�zv� 
 bv� ��− zv��# ≥

q�

i��

"av�zv� 
 ah ��− zv��# 
 ak *CD.

�� �<�
�������)
q�

i��

�bv� − ah� zv� ≤ bh 


q�

i��

bv� − qah − ak.

�	�� �� ��� #�������� �	� ������� �# ;�

�� �	� ���
��� �
:����
 �������
�� �
���
�� #�������

���
q�
i��

�
α	v� �ah − av�� ��− zv�� 
 β−v� �bv� − av�� zv�

�

�.�.
q�
i��

�bv� − ah� zv� ≤ bh 

q�
i��

bv� − qah − ak,

zv� ∈ {�, �} , � ≤ i ≤ q.

�
���
#)
�� �	� ��:���
�� #����
��! �����
���
�� �	� ������ #�� av� ! bv� ! ah! bh ��
 ak ��

��
�� �����
�� *C&. �� ����
� �	� �<�
������ #�������
���

��	
q�
i��

�
α	v� − β−v� �wv� 
 �− ε�

�
zv�

�.�.
q�
i��

wv�zv� ≤ C 
 �
� − ε

�
q −

q�
i��

zv�

�
,

zv� ∈ {�, �} , � ≤ i ≤ q.

*C'.

�
��� zv� ∈ {�, �} ��
 
�� �� *CA.!

� ≤ ε

�
q −

q�

i��

zv�

�
<

�

�
.

�	� ��
� �������
�� �# *C'. ��� �� �
���
;�
 �) ��
�� �	� #��� �	�� �	� ��� 
� �	� ��#�,	��

�

� ��
 C ��� 
��������

q�

i��

wv�zv� ≤ C.
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�� 
� ���) �� ���� ���� �	�� 
# �	� �
:������� ����� ��� 
�;��
 ��

α	v� � γv� 
 �, � ≤ i ≤ q,

β−v� �
�

wv� 
 �− ε
, � ≤ i ≤ q,

�	��� γv� ��
 wv� ��� �	� ���������� �# �	� �������� ������� *3H.! �	�� ������� *C'. 
�
�<�
������ �� �	� �������� ������� *3H.-

������� �	�� /�,	��
���� �# �	� 
������ ����������� �# �	� ��������
�� 7��,�	�� ����,
��� 
���
�� /�,	��
���� �# �	� 
������ ����������� �# �	� ���,��������
�� 7��,�	�� ����,
���-

) ��*	��	 �����	� ��� �
-������	 ��	������� �� ��	 .�#
� ��	

�	� /�,	��
���� ����# #��� �	� ����
��� ����
�� ���
�� �� �	� #��� �	�� �	� ���� :�� h 
�
��
�
��� #�� �	� �
��� �������
�� �
��� ��
 #�� �	� ���
��� �
:����
 �������
�� �
���! �	
�	

� :���
;�
 �	����	 � ������ �# ���
�� ��
�� �	� �������
�� �# �	� ������� 
�������- ��
�	
� ����
�� �� ;��� 
���������� *�
� � ��������8�����. �	�� �	
� 
� ��� ����)� �	� ����
��
 �	�� � ��
�
��� :�� h �# �� ���
��� �����
�� 
� ������� ������ �� #���
 
� �
�����- J��
�� �	
�! �� 
����
��� n ������� �# ��	�
���� �
��� �) � ;8�
 ��
�
��� :�� h � �, �, . . . , n! ���
����
�� $-A! ��
 ���� #�� �� ���
��� �����
�� 
� ���	 ����� ���������)- �	
� �������	 
�

���������
 �) ����

��
�� �	� ����
�� ���� �
�	 �
:������� ������
��� �� ��� ���	
��- 6�
�	�� 	�� �	� ������� �
�	 � ;8�
 ��
�
��� :�� h ��� �� �����
 �=�
����)- 6
�	��� ����
�# �������
�) �� ������ �	�� �	� ���	
�� �	
�	 ������ �
:�������� 
� ���	
�� A �	
��
�������
�� �
��� �� ���	
�� B ��� ;8�
- �� ����
�� $-3 �	
� ���� 
� ���

�
 ��
�� �	�
�������
�� �	�� � ��
�
��� :�� h ������� �� �	� ��� N� ∪ N
? �	� ���� �# h ∈ N� ∪ N
 
�
���

�
 
� ����
�� $-C-

)�� �������� /�� �� �� ������� ��������

�� �	
� ����
�� �� 
���������� �	�� #�� �	� 
������ ������� F�|���
������ aj, π, π|C���
�
�	 �
:������� ������
��� �� ���	
�� A ��
 ;8�
 ������
��� �� ���	
�� B! �� ���
���
�����
�� �
�	 �
:����
 �������
�� �
��� ��) 	��� � ��
�
��� :��! �	
�	 
� ��� ��
�
��� #��
���,�
:����
 �������
�� �
��� � ��
 �- ��������! �	� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
���
�# ���
���
�) �	���
 �� ���
�;�
 #�� �	�� ��� ��
�
��� :��-

1���

�� �� 
������� �
�	 �	� ������ �# aj ��
 bj �
��� �) ����� C ��
 ���) ��� �
,
:������� ������
�� �a� �	
�	 �������
�� �
�� ��� �� 
�������
 �� a� � � ��
 ������ ��

�������
! a� � a� � �- �	� ��	�
��� �	��� 
� �
� ' *�. 
� ����
 �� �	� ���,�
:����

�������
�� �
��� ��
 
� 
� ��� ���
��� �
��� #�� h � � ��
 v � �! ah > av ��
 av < bv! �
�
����
�� �# *A&. ��
 *AA.-

E� ���� �� �a� 
� ���������
 
��� �� � ����� �a� > b�! :�� h � � 
� �	� ���) ��
�
��� :��
��
 ���

�
��� *A&. ��
 *AA. ��� �
�����
- �# �a� 
� ���������
 
��� �� � ����� �a� � b�! :�� �
���� ������� ��
�
���! ��� �
� ' *�.- ��� �	� ������
�� ��	�
���! �	� ���
���
�) ���

�
���
*A&.,*AA. ��� ��� ���
�;�
 #�� h � � ������� �a� > a� ��
 a� < b�! ��� �	�) ��� ���
�;�
 #��
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j A 3 C $

aj A $ D 3
bj C G C A&

����� C� ����� 
��� �# �� 
������� �
�	 ��� �
:������� ������
�� �a� ∈ "�, �#

�
���� '� E� �8����� �
�	 

>����� ��
�
��� :��� 
� �	� 
�
�
�� ��	�
��� *�. �
�	 ���,�
:����

�������
�� �
��� ��
 �	� ���
��� 
������ ��	�
��� *�.

h � ��

a� ≤ �a� < b�,

a� ≥ b�,

a� ≤ a� < b�.

6� ������
� �	�� 
� ��
�� �� ;�
 �� ���
��� ��	�
���! n ������� �# ��	�
���� �	���

�� ����

���
 �
�	 � ;8�
 ��
�
��� :�� h � �, �, . . . , n! ��
 � ������ ���
��� ��� �� #���

����� �	� �����
��� 
�����
��
 
� �	��� �������-

)�� �	��� �� � 	 ����� �� �� 	
��	� ��� � ∈ �� ∪�


������� �	�� ���	
�� A ������ �
:�������� �	
�� �������
�� �
��� �� ���	
�� B ������
�� �	����
- 6� ����� �	� ������� F�|���
������ aj , π, π|C��� �) ����

��
�� n ������� �#
��	�
���� �
��� �) � ;8�
 ��
�
��� :�� h! � ≤ h ≤ n! ��
 ;�

�� ���
��� �
:�������� 
� ���	
�����? �	�� �� ������ �	� ����� �# ��	�
���� �	
�	 
��
���� �	� �������� ����
��� �
:�������
����- �� �	
� ����
�� �� ������ �	�� h ∈ N� ∪N
�

�ah ≤ bh, *CG.

��
 ��� :��� u ∈ {�, �, . . . , h− �} ��� �# �)�� N� ∪ N
- �	�� ���

�
��� �# �	������ 3,C
��� ����
�����- �	� �����
 ���� �
�	 h ∈ N� ∪N
 ��
 ��� :��� v ∈ {h 
 �, . . . , n} �# �)��
N� ∪N
 
� ���

�
 
� ����
�� $-C-

�	� ��
� 

�� 
� �� ���
��� � ���	����
��� ��������
�� #�������
�� #�� �	� �������

��
�
��� :�� h ��
�� 
��<���
�
�� *'.,*G.! *%. ��
 

�:����
�� 
��<���
�
�� *A&.,*AA.- �� 	��,

�� 

�:����
�� 
��<���
�
��! �� ���
� �	� 
������� "ah, ah# �# ���
��
�
�) �# �ah 
��� O �n�
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���
�������� �# �	� #��� "tk−�, tk#! � ≤ k ≤ q! �	��� q ≤ �n! 
� ���	 � ��) �	�� #��
�ah ∈ "tk−�, tk#! �	� �)�� �# �
:������� �# ��) :�� j ∈ N\ {h} ��� �� ��
<���) 
�;��
 ��
� ��������
�� �aj ≤ aj �� 
���������
�� �aj ≥ aj �� �	�� �	� ���������

�� ���� �# �	�
��:���
�� #����
�� α	j ��	 {�aj − aj , �}
 α−j ��	 {aj − �aj , �} 
� �
����- �� �


�
��! #�� ��)
:�� v ∈ {h 
 �, . . . , n} 

�:����
�� �������
��� *A&.,*AA. ��� �� �������
 �) � �
���� 
��<���,

�)- �	
� ������� 
� � ���	����
��� ������� �
�	 �
���� �������
��� ��
 � �
���� ��:���
��
#����
��- F��
�� ����

���
 q ���
�������� "tk−�, tk# 
� �	
� ������! �	� �����
�� �
�	 �	�
�������� ���� ����

�� �	� �����
�� �� �	� 
������ �������-

�� ���
��� �	� ���	����
��� ��������
�� #�������
�� �	
�	 ��� �� �����
 �=�
����)
�) �	� 2�,��������
�� ���	�
<���! ����

�� �	� ���

�
��� �# �	������ 3,C- J����� �	�
��� �# :��� ��������
 ��#��� h �) U � {�, �, . . . , h− �} ��
 �	��� ��������
 �#��� h �)
V � {h 
 �, . . . , n}- �	� ���������

�� #�������
�� �	���
 
����
�

# ���

�
��� *'.,*G. �	
�	 �	�������
9� �	�� :�� h 
� ��
�
���!

# �����
��
��� *%. #�� ���	 :�� u ∈ U !

# ��� �# �	� �����
��
��� *A&. �� *AA. #�� ���	 :�� v ∈ V -

1��

�
��� *'.,*G. ������ 
� �	� 
��<���
�
�� �# �	� #����

h�

j�u

�aj ≥ Bu−�,h−�, � ≤ u ≤ h, *CH.

v�

j�h	�

�aj ≤ Bh,v−�, h 
 � ≤ v ≤ n, *C%.

�	��� �	� B,������ 
� �	� �
�	�,	��
 �

�� ��� ���������-
�� ��
�� �������
��� *%. ��
 *A&.,*AA.! �� 
����
��� �	� ���
�������� "tk−�, tk# *k �

�, �, . . . , q. �	���
ah ≤ t
 < t� < � � � < tq ≤ ah

��� ��� 

>����� ������ aj ��
 bj ! j ∈ {�, �, . . . , n}! �����
��
 
� "ah, ah#- /��� �	�� �	�
������ �# ���
�������� "tk−�, tk# 
� q ≤ �n-

1���

�� ���	 � ���
������� "tk−�, tk#! 
�����
 �) "e, f #! ��
 �� �
:����
 ����� �ah ∈ "e, f #-
�	�� #�� ��) :�� u ∈ U ��� 	�� �� ���
�#) ���) ��� �# �	� ��� 
��<���
�
�� 
� ���

�
�� *%.�

�au ≤ bu *$&.

��
�au ≤ �ah. *$A.

�	� ��	�� 
��<���
�) 
� ���
�;�
 �������
����)- �� 
���������� �	
�! �� ����

�� �
8 ����
���
����� �# au ��
 bu #���
�� ����

� �e, f�� ����� *�.,*�. �
�	 au < bu ��
 ����� *
.,*#. �
�	
au ≥ bu- ������� �	�� 
� 
� ������
 �	�� �ah ∈ "e, f #-

%�& �# au < bu ≤ e! �	�� �� 
�������
 ����� �# �au 
� ���������� ���) 
# *$&. 	��
�- *U�.

%�& �# au ≤ e < f ≤ bu! �	�� �� 
�������
 ����� �# �au 
� ���������� ���) 
# *$A. 	��
�- *U�.
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%�& �# f ≤ au < bu! �	�� �au �	���
 �� 
�������
 �� ��	
��� *$A. �� �	�� *%. 
� ���
�;�
-*U�.

%
& �# au ≥ bu ≥ f ! �	�� �au �	���
 �� 
�������
 �� ��	
��� *$A. �� �	�� *%. 
� ���
�;�
-*U�.

%	& �# au ≥ f > e ≥ bu! �	�� �au �	���
 �� 
�������
 �� ��	
��� *$&. �� �	�� *%. 
�
���
�;�
- *U�.

%�& �# e ≥ au ≥ bu! �	�� �au �	���
 �� 
�������
 �� ��	
��� *$&. �� �	�� *%. 
� ���
�;�
-*U�.

������� �	�� 
� ����� *�. ��
 *�. � 
�������
 ����� �# �au! ���	���	 #���
��� 
� �����
�# *%.! ������ �� ���
��� �� 
������
�� 
� ���� �� �	� 
�
�
�� ����� au ����� 
��<���
�
�� *%.
��
 *CH. ���
�;�
 ��� ��
���� �	� �
:������� ����-

�	�� �	� ��� �# :��� U ��� �� ���
� 
��� ������� U�! U�! U�! U�! U�! ��
 U�! 
����

��
�� ���

�
��� *�.! *�.! *�.! *
.! *�. ��
 *#.! �������
���)! ��
 �������
��� *%. ��� �������

�) *$&. #�� ��) :�� u ∈ U� ∪ U� ∪ U� ��
 �) *$A. #�� ��) :�� u ∈ U� ∪ U� ∪ U�- �	�
��:���
�� #����
�� 	�� �	� #�����
�� ���������� #�� �	� �
:������� ������ α	u ��au − au� #��
u ∈ U� ∪ U� ��
 α−u �au − �au� #�� u ∈ U� ∪ U� ∪ U� ∪ U�-

1���

�� ��� �������
��� *A&.,*AA.- 6� �	�� �	�� #�� ��) :�� v ∈ V �	�) ��� �� ��
���

�� �
�	��

�av ≥ bv *$3.

��
�av ≥ �ah. *$C.

�� 
���������� �	
�! �� ����

�� �
8 ����
��� ����� �# av ��
 bv #���
�� ����

� �e, f�� �����
*�.,*�. �
�	 av < bv ��
 ����� *
.,*#. �
�	 av ≥ bv- ������� �	�� 
� 
� ������
 �	��
�ah ∈ "e, f #-

%�& �# av < bv ≤ e! �	�� � 
�������
 ����� �# �av ������ ���
 �� ���

�
�� *A&. �� *AA.
���
�;�
! �	
�� �av 
�������
 �� �	� ����� bv �� 	
�	�� ������� 
� *AA. ���
�;�
- �	���#���
#�� �av ���

�
�� *$3. �	���
 	��
- *V�.

%�& �# av ≤ e < f ≤ bv! �	�� � 
�������
 ����� �# �av ������ ���
 �� ���

�
�� *A&. �� *AA.
���
�;�
! �	
�� �av 
�������
 �� �	� ����� �ah ������� 
� *A&. ���
�;�
? � #���	�� 
�������

� �av ��) ���
 �� �av ≥ bv ���������

�� �� *AA. ���
�;�
! ��� 
� 
� ��=�
��� �� ��<�
��
*$C. �� ���
�#) �	� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
��� �# ���
���
�)- *V�.

%�& �# f ≤ av < bv! �	�� � 
�������
 ����� �# �av 
� ���������� ���) 
# *$C. 	��
� �� 
� 
�
�<�
������ �� *A&.- *V�.

%
& �# av ≥ bv ≥ f ! �	�� � 
�������
 ����� �# �av ��)��
 bv 
� ���������� 
# *$C. 	��
�� #��
bv ≤ �av ≤ av *AA. 	��
�! �	
�� #�� ������� ������ �# �av ���
�#)
�� *$C.! ���

�
�� *A&.
	��
�- *V�.

%	& �# av ≥ f > e ≥ bv! �	�� � 
�������
 ����� �# �av 
� ���������� ���) 
# *$3. 	��
�! �	
�	

� �<�
������ �� *AA.! ��
 #�� ����� �# �av ������� �	�� bv ��
�	�� *A&. ��� *AA. 	��
-

*V�.

%�& �# e ≥ av ≥ bv! �	�� � 
�������
 ����� �# �av 
� ���������� ���) 
# *$3. 	��
�! �	
�	 
�
�<�
������ �� *AA.- *V�.
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������� �	�� 
� ����� *�.! *
.! *�. ��
 *#. �� 
�������
 ����� �# �av! ���	���	 #���
���

� ����� �# *A&.,*AA.! ������ �� ���
��� �
��� 
������
�� 
� ���� �� �	� 
�
�
�� ����� av
����� *C%. ���
�;�
 ��
 �� ����� ��� �# �	� 
��<���
�
�� *A&. �� *AA. ���
�;�
! ��� ��
����
�	� �
:������� ����-

�	�� �	� ��� �# :��� V ��� �� ���
� 
��� ������� V�! V�! V�! V�! V�! ��
 V�! 
����

��
�� ���

�
��� *�.! *�.! *�.! *
.! *�. ��
 *#.! �������
���)- �	�� �	� 

�:����
�� �������
���
*A&.,*AA. ��� �� �������
 �) *$3. #�� ��) :�� v ∈ V� ∪ V� ∪ V� ��
 �) *$C. #�� ��) :��
v ∈ V� ∪ V� ∪ V�- �	� ��:���
�� #����
�� 	�� �	� #�����
�� ���������� #�� �	� �
:�������
������ α	v ��av − av� #�� v ∈ V� ∪ V� ��
 α−v �av − �av� #�� v ∈ V� ∪ V� ∪ V� ∪ V�-

���
�� 
��� ������� �	�� �	� ����� ���� �# ��� �
:�������� �	���
 �� �� ����� �� ����
���
��
 �	�� �


�
���� �������
��� aj ≤ �aj ≤ aj �� ����� ��
 ����� �
�
�� �# ��� ���
����� �aj
�	���
 �� �������
! �� #�������� �	� ���������

�� ������� �� #�������

�
�
�
9�
�

u∈U�∪U�

α	u ��au − au� 

�

u∈U�∪U�∪U�∪U�

α−u �au − �au� 

�

v∈V�∪V�

α	v ��av − av� 

�

v∈V�∪V�∪V�∪V�

α−v �av − �av� 


α	h ��	 {�ah − ah, �}
 α−h ��	 {ah − �ah, �}
�.�.
�ah ≤ bh
e ≤ �ah ≤ f

�a� 
 �a� 
 � � �
 �ah−� 
 �ah
�a� 
 � � �
 �ah−� 
 �ah

- - -

�ah−� 
 �ah−� 
 �ah
�ah−� 
 �ah

�ah

≥ B�,h−�
≥ B�,h−�
---
≥ Bh−�,h−�
≥ Bh−�,h−�
≥ Bh−�,h−�





*'�.

�ah	�
�ah	� 
 �ah	�
�ah	� 
 �ah	� 
 �ah	�

- - -

�ah	� 
 �ah	� 
 � � �
 �an

≤ Bh,h
≤ Bh,h	�
≤ Bh,h	�
---
≤ Bh,n−�





*GI.

�au ≤ bu, u ∈ U� ∪ U� ∪ U�
�au ≤ �ah, u ∈ U� ∪ U� ∪ U�

*%�.

�av ≥ �ah, v ∈ V� ∪ V� ∪ V�
�av ≥ bv, v ∈ V� ∪ V� ∪ V�

*A&I.
*AAI.

aj ≤ �aj ≤ aj, j ∈ N.
*$$.

������� �	�� ��� �# �	� ���������� �# �	� ��:���
�� #����
�� α	h ��	 {�ah − ah, �} ��
α−h ��	 {ah − �ah, �} 
� 9��� �
��� #�� ��) 
������� "e, f # � "tk−�, tk# �
�	�� ah ≤ e �� ah ≥ f -

6� ������
� �	�� #�� h ∈ N� ∪N
 �	� ������� ��� �� 	��
��
 �) ����
�� q ≤ �n �
����
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��������
�� ��������! ��� #�� ���	 
������� "e, f # � "tk−�, tk#- �# #�� � ����
����� 
�������
"tk−�, tk# �� �����
�� �8
���! �	�� �	� ��<�
��
 �
:������� ������ �� 
��� �
�	 �ah ∈ "tk−�, tk#
��
 �� �����
�� �8
���- ������� �	�� 
� ��) 	����� �	�� #�� �	� �������
 ��
�
��� :�� h ��
�����
�� �8
��� #�� ��� q 
�������� "tk−�, tk#-

)�( �	��� �� � 	 ����� �� �� 	
��	� ��� � ∈ �� ∪�


������� ��� �	�� �	� ��
�
��� :�� h 
� �# �)�� N� ∪N
�

�ah ≥ bh *$D.

��
 ��� :��� #��� {h 
 �, . . . , n} ��� �# �)�� N� ∪ N
- �	
� ���� ���������� � �)�����
�
����������� �# �	� ���� �
�	 h ∈ N� ∪N
 ��
 �	���#��� ���

�
��� �# �	������ 3,C �	���

�� ��,#��������
! �� 
����
��
 
� ����
�� 3-A- �� ���

 ���#��
��! �� 
����� �	� :��� �	
�	
�����
� h �) K � {�, �, . . . , h− �} ��
 �	��� �	
�	 #����� h �) L � {h 
 �, . . . , n}-

�	� ���������

�� ���	����
��� ��������
�� #�������
�� �	���
 
����
�

# ���

�
��� *'.,*G. �	
�	 �	�������
9� �	�� :�� h 
� ��
�
���!

# �����
��
��� *A'. �� �	� :��� ℓ ∈ L ��<�����
 �#��� h!

# �����
��
��� *AG.,*AH. �� �	� :��� k ∈ K ��<�����
 ��#��� h! �	
�	 �	���
 �� 
��
��

#��� 

�:����
�� �������
���-

1��

�
��� *'.,*G. ������ 
� �	� ���� 
��<���
�
�� *CH.,*C%. �� 
� �	� ���� �# h ∈ N�∪N
-
1��

�
��� *A'. ������ 
� �	� 
��<���
�
�� �# �	� #����

bℓ ≤ �aℓ, *$'.

bℓ ≤ bh, *$G.

#�� ��� ℓ ∈ L-
������� �	�� 
� *$G. ���	 ���������� bℓ ��
 bh ��� ��������� �
��� �������
�� �
��� �#

B,������
��� ��� ���,�
:�������- �# bℓ ≤ bh #�� ��� h 
 � ≤ ℓ ≤ n! �	�� �	��� 
� �� ���
 ��

����
� �	��� �������
��� 
� �	� ���	����
��� ��������
�� #�������
��? ��	���
�� �	���

��� ��� �8
�� �� ���
��� ��	�
��� 
� �	� ����� �# �	� ��	�
��� �
�	 �	� �������
 ��
�
��� :��
h ∈ N� ∪N
-

6
�	 ������� �� ���

�
�� *$'.! ����

�� �	� #�����
�� ��� �����-

%�& �# aℓ < bℓ! �	�� � 
�������
 ����� �# �aℓ ������ ���
 �� ���

�
�� *$'. ���
�;�
 ��
 
�
�	���
 �� 
�������
 �� ��	
��� *$'.- *L�.

%�& �# aℓ ≥ bℓ! �	�� � 
�������
 ����� �# �aℓ 
� ���������� ���) 
# *$'. 	��
�- E� 
�������

����� ������ �� ���
��� �� 
�� ��������
�� ���� �� �	� 
�
�
�� ����� aℓ ����� *G. ��

*$'. ���
�;�
 ��� ��
���� �	� �
:������� ����- *L�.

�	�� �	� ��� �# :��� L ��� �� ���
� 
��� ������� L� ��
 L�! 
����

�� �� ���

�
��� *�.
��
 *�.! �������
�� *A'. ��� �� �������
 �) *$'. #�� ��) :�� ℓ ∈ L� ∪L�! ��
 �	� ��:���
��
#����
�� 	�� �	� #�����
�� ���������� #�� �	� �
:������� ������ α	ℓ ��aℓ − aℓ� #�� ℓ ∈ L�
��
 α−ℓ �aℓ − �aℓ� #�� ℓ ∈ L�-
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1���

�� ��� ���

�
��� *AG.,*AH. #�� :��� k ∈ K- 6� �	�� �	�� �	�) ��� �� �
�	��
��
���
 �� �������
 �)

bk ≥ �ak. *$H.

%�& �# bh ≤ bk! �	�� �	��� ��� �� �������
��� �� �	� �
:����
 ����� �ak- ��
��
! 
# �ak
���
�;�� *$H.! �	�� ���

�
�� *AH. 	��
�! ��	���
�� ���

�
�� *AG. 	��
�- ������� �	��
� 
�������
 ����� �# �ak ������ �� ���
��� �� 
������
�� 
� ���� �� �	� 
�
�
�� ����� ak
����� *AG.,*AH. �����	�� �
�	 *'. ���
�;�
 ��� ��
���� �	� �
:������� ����? �	���#���
�ak ≥ ak *K�.

%�& �# bh > bk! �	�� ���

�
�� *AG. ������ 	��
 ��
 �	���#��� �	� �
:����
 ������ �# �ak
�	���
 ���
�#) *$H. ���������

�� �� *AH.-

%��& �# 
� �


�
�� bk > ak! �	�� � 
�������
 ����� �# �ak ������ �� ���
��� ��

������
�� 
� ���� �� �	� 
�
�
�� ����� ak ����� *AG.,*AH. �����	�� �
�	 *'. ���
�;�

��� ��
���� �	� �
:������� ����? �	���#��� �ak ��� ���) �� 
�������
 ��� �
�	���
�
����
�� *$H.- *K�.

%��& �# bk ≤ ak! �	�� �� 
�������
 ����� �# �ak ������ ���
 �� ���

�
�� *AH. ���
�;�

��
 
� �	���
 �� 
�������
 �� ��	
��� *$H.- *K�.

�	�� �	� ��� �# :���K ��� �� ���
� 
��� �������K�! K� ��
K�! 
����

�� �� ���

�
���
*�.! *�A. ��
 *�3.- 1��

�
��� *AG.,*AH. �	���
 �� ��
���
 #�� ��) k ∈ K� ��
 �������
 �)
*$H. #�� ��) k ∈ K� ∪K�- �	� ��:���
�� #����
�� �	���
 	��� �	� #�����
�� ����������
#�� �
:������� ������ α	k ��ak − ak� #�� k ∈ K� ∪K� ��
 α−k �ak − �ak� #�� k ∈ K�-

�	� ���������

�� ���	����
��� ��������
�� ������� ��� �� #��������
 �� #�������

�
�
�
9�
�

k∈K�∪K�

α	k ��ak − ak� 

�
k∈K�

α−k �ak − �ak� 

�
ℓ∈L�

α	ℓ ��aℓ − aℓ� 

�
ℓ∈L�

α−ℓ �aℓ − �aℓ� 


α	h ��	 {�ah − ah, �}
 α−h ��	 {ah − �ah, �}
�.�. �ah ≥ bh
�a� 
 �a� 
 � � �
 �ah−� 
 �ah

�a� 
 � � �
 �ah−� 
 �ah
- - -

�ah−� 
 �ah−� 
 �ah
�ah−� 
 �ah

�ah

≥ B�,h−�
≥ B�,h−�
---
≥ Bh−�,h−�
≥ Bh−�,h−�
≥ Bh−�,h−�





*'�.

�ah	�
�ah	� 
 �ah	�
�ah	� 
 �ah	� 
 �ah	�

- - -

�ah	� 
 �ah	� 
 � � �
 �an

≤ Bh,h
≤ Bh,h	�
≤ Bh,h	�
---
≤ Bh,n−�





*GI.

bℓ ≤ �aℓ, h 
 � ≤ ℓ ≤ n, *A'�.
bk ≥ �ak, k ∈ K� ∪K� *AGI.,*AHI.

aj ≤ �aj ≤ aj, j ∈ N.

3'



�	� ����� ������� ��� �� ���
� 
��� ��� �������� �
�	 ��������� α	h ��ah − ah� �# �	�
��:���
�� #����
�� #�� �ah ≥ ah ��
 ��������� α−h �ah − �ah� #�� �ah ≤ ah- �	� ������
�� ���
2� �������� ��� �
�
��� �� ������� *$$. �
�	 ��� 
�������� ��
��� �# 

>�������

# �	�) ��� #��������
 #�� ��� ���
�������� "ah, ah# ��
 "ah, ah# ���	�� �	�� #�� O �n� ���
�,
������� "tk−�, tk# �# "ah, ah#?

# ���	 �# �	�� ��� �� ��
���
 �� �	� 1���
��� )�����	��� -�����
 $�	� ���� 2���	����	�
*���! �-�-! @G! %B. �
��� ���
�� �	� ������� #��� ����
�� $-3! �	��� ��� �� �������
���
�
�	 ���
����� 
� ���	 ��#�,	��
 �

� ��
 �	� �
�	�,	��
 �

�-

��
�� �	� ������� ����� #�� �	� M������� E������
�� ������� �
�	 ���� 1������
���
@G! %B! �� ������
� �	�� �	� 
������ 7�� �	�� ������� 
� �	� ���� �# h ∈ N� ∪N
 ��� ��
�����
 
� O�n ��$n� �
��-

, �����������

�� �	
� ����� �� 	��� ���

�
 �	� 
������ ����������� �# �	� #����� 7�� �	�� �������
F�||C���- 6� 	��� ���
���
 � ��� #�������
�� �# �	� ��������) ��
 ��=�
��� ���

�
���
�# ���
���
�) �	
�	 	�� � ������ �# �
��������- �
���! �	� ��� #�������
�� ���
� ��

��<���
�) �������
��� �	
�	 ����

� � ���#�� ���� #�� ����
�� �	� 
������ 7�� �	�� �������
�
� �
���� ��������
��- �����
! �	� ��������� �# �	��� 
��<���
�
�� 
� �# � ����
�� *����.
�)�� #�� �	� ��������
�� 7��,�	�� �
�	 �
:������� ������
��� �� ��� ���	
�� ��
 ;8�

������
��� �� �	� ��	�� ���- �	
�
! ���
�� ����
�� �������	! �	� ���

�
��� ��� �������
9�

#�� �	� ���,��������
�� 7��,�	�� ��
��-

E� #�� �� �	� ���,��������
�� 7�� �	�� ������� 
� ��������
! �	� ��������) ��
 ��=,
�
��� ���

�
��� �# �	����� $ #�� �	� ������� ���� ��� �	� ���� �� �	��� �# �	������ 3,C #��
�	� ��������
�� ����? �	� ���) 

>������ 
� ������
 �� �	� 
��<���
�
�� �	
�	 �	�������
9� �
��
�
��� :��- �	���#���! #�� �	� ����
�� ���� �
�	 �
:������� ������
��� �� ��� ���	
��! �	�
2� #�������
��� #�� �	� ��������
�� ��
 ���,��������
�� ���� 	��� �	� ���� �������
���
�8���� #�� �	��� �	
�	 ��������� �	�� � ����
����� :�� 
� ��
�
���� ���

�
��� *'.,*G. #�� �	�
��������
�� ���� ��
 *3&. #�� �	� ���,��������
�� ����-

A�������	
�����

�	
� �������	 ��� ��������
 �) �	� N��M1 #��
�
 ���:��� N�"J&D%DAH K������� ��,
�
�
9��
�� 
� E���
���
�� �� ��	�
��
��L- 6� ����
 �
�� �� �	��� ����)���� ��#�����
#�� ����


�� ���#�� ��������
��
��� �	
�	 	����
 
� 
�����
�� �	� ���������
�� �# �	�
�����
��-

0	�	�	��	�

@AB E	�:�! M-5-! O ���
�! 4-�- *3&&A. ������� ���
�
9��
��- ������
��� M������	! $%! GGA,
GHC-

3G



@3B �������! �- *3&&$. ��	�
��
�� E����
�	��! ���
����! ����
�-

@CB �������! �-! O �	��	���
�	! /-0- *3&&%. ������� ��	�
��
�� �
�	 ��8
��� ��������
��:���
��- 4������ �# ��	�
��
��! A3! $GD,$HH-

@$B J�
�! 1-6-! O 0��������! E- *3&&'. ���� 
������ ���
�
9��
�� �������� ��
�� �	�
F���
�� 

������- N������� 4������ �# ������
���� M������	! AG&! HHG,H%%-

@DB (P�����! 1-! O F����	��! F-6- 1����
�) 
������ �
�
��� ���� 7�� �������- 4������
�# 1���
�����
�� ���
�
9��
�� *�� ������.-

@'B F��������! 1- *3&&$. ������� ����
�����
�� ���
�
9��
��� � �����) �� ��������! ���	,
�
� ��
 �������! 4������ �# 1���
�����
�� ���
�
9��
��! H! C3%,C'A-

@GB F��	����! J-�-! O F���! �-,�- *A%%D. E���� �������) ���)���
�� �
�� �����
�	�� #��
<��
���
� ���
�
9��
�� ���� �����
���� �������
���! ���	����
��� ��������
��! '%!
3'% , C&%-

@HB 4�	����! �-�- *A%D$. �� ��� ��
 �	���,����� ���
���
�� ��	�
��
�� �
�	 ����� �
���

����
�
- /���� M������	 2��
��
�� Q�������) A! 'A,'G-

@%B 5���	! /-! O ������
! �- *A%%H. M������� �������
�� ��������! 
� J-,R- J� ��

�-�- ���
���� *�
-.! F��
���� �# 1���
�����
�� ���
�
9��
��! 3! 5�����! AD%,3'&-

@A&B 5�������! 1- *3&&D. ������� ��	�
��
�� �
�	 ������������ :�� ����������- ��������
����
4������ �# ����
��� ��
 ������
��� ����������! A! CD,$C-

@AAB 2
�! S-! O 6���! T- *3&&G. /�������) ��
 ��=�
��� ���

�
��� �# ���
���
�) #�� ����
�����
��� ��	�
��
�� ��������! N������� 4������ �# ������
���� M������	! AG'! H&%,
HAH-

@A3B 2
�! 2-1-! O R	���! 4-R- *3&&'. ������� ��8
��� 7�� �������� ��
�� �	� ��
�	��

F���
�� 

������- 4������ �# 1���
�����
�� ���
�
9��
��! A3! C%D,$&H-

@ACB ���������! E- *3&&D. ������� ������� �	���) ��
 ���	�
� #�� ��
�� ��������� N�,
�
���
��! ��E�! �	
��
���	
�-

@A$B 6���! 2-R- *3&&%. 1���
�� ����� �����
�	�� #�� �	� 
������ �
8�
 
������ �
���� ���,
�����
�� �������- ������
��� M������	 2������! CG! AA$,AA'-
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